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9 Carrés emboités

9.1 L’énoncé

Quatre artisans du bétiment souhaitent unir leurs savoir-faire et leurs carnets de clientéle.

IIs font appel & un designer. Celui-ci leur demande de choisir chacun une couleur différente et leur
propose de réaliser un logo de ces quatre couleurs. Pour ne vexer aucun des partenaires, il propose de
superposer (sans débordement) quatre carrés de tailles et de couleurs différentes de facon que l'aire
des surfaces laissées par chaque couleur soit la méme.

U-n énoﬁcé de I’ébreuve de qualification du 21 janvier 2010
http://www-irem.univ-fcomte.fr/rallye/index.htm



Les dessins sont proposés pour une
meilleure compréhension de I'énoncé.

Pas de feuille reponse donnant ainsi le
format du plus grand carre.

Pas de donnée numerique pour les
dimensions, cela permet une plus grande
Initiative des eleves.

Pas de lettre, guidant les éleves vers une
solution algébrique.



Analyse de quelques productions d’éleves

Les résultats peuvent étre repartis en deux
catégories:

Celles des éleves ayant compris le probleme
pose, pour 40% des productions.

Celles des éleves n'ayant pas compris le
probleme posé ou n'ayant pas abordé la
recherche.



Dans la premiere catégorie, ces productions se
repartissent en trois parties sensiblement de méme
effectif .

- Les éléments de solution sont tres satisfaisants

Analyse des conditions imposeées, mise en évidence d'une
méthode et réalisation du dessin.

- Les éléments de solution sont satisfaisants

Analyse des conditions imposeées, mise en évidence d'une
methode et realisation du dessin par utilisation de valeurs
approchées.

- Les elements de solution restent a I'état de
propositions satisfaisantes, mais non achevées.



Point de départ: le petit carré trace.
Puis traceé a I'aide d’'un compas.
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Point de départ : le petit carré
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Point de départ : le petit carré
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Point de départ : le petit carre
Les coefficients d’agrandissement ne sont pas mis en évidence
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Une nouvelle disposition des carres
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Choix d’'une inconnue, sans succes
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Bon départ, mais une généralisation trop rapide
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Mise en place d’un algorithme, sans mise en forme de la preuve
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Non respect de la consigne
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Un outil disponible pour tout probleme? Ou une étiquette....
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Une bonne idée, mais quelle est la consigne?




Un logo, mais quelle est la consigne?
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D’autres études sont possibles

-Superposition de n carrés.

Un carré est donné par son dessin.

Superposez, sans débordement, n carres de tailles et de
couleurs différentes de facon que l'aire des surfaces
laissées par chaque couleur soit la méme.

-Superposition de n figures géometriques
semblables sans débordement.

Cas d’'un triangle
Cas d’'un hexagone regulier.



Superposition de sept carrés

Un carré est donné par son dessin.

Superposez, sans debordement, sept
carres, de tailles et de couleurs difféerentes
de facon que l'aire des surfaces laissées
par chaque couleur soit la méme.



Eléments de solution

Soit a la longueur du c6té du carré donne, C; les carrés a construire et C, le carré
donné.

On démontre que : aire (C,) = = xaire (C, ), soit ai=\/zx a.
n n

En utilisant une configuration de Thalés et une relation métrique dans le triangle

rectangle, il est possible de construire des segments dont la longueur est celle
des carrés cherchés.

Dessins pour n = 7

— — -



Superposition de cing triangles

Un triangle est donné par son dessin.

Superposez, sans debordement, cing
triangles, de tailles et de couleurs
différentes de facon que l'aire des

surfaces laissees par chaque couleur soit
la méme.



Cing triangles superposés sans débordement

Soit T un triangle ABC donné par son dessin, Tj les triangles a construire et T, le triangle
donné.

La condition demandée se traduit par aire(T;;) - aire(T;) = aire(T;) o encore

aire(Ti+) - aire(T;) = 4 x aire(T) ,ce qui est équivalent & aire(7i) = L aire(T) .
n n

Les cotés du triangle T; sont déduits des cotés du triangle T dans le rapport JZ .
n

Dessins dans le cas n = 5.




Superposition d’hexagones réguliers

Un hexagone regulier est donné par son dessin.

Superposez, sans débordement, n hexagones
reguliers, de tailles et de couleurs difféerentes de
facon que l'aire des surfaces laissées par
chaque couleur soit la méme.



Eléments de solution.

Soit H un hexagone régulier de centre O, dont le coté mesure a centimetres. Celui-ci est
composé de six triangles isocéles de sommet O et de base 1’un des cotés de I’hexagone. Soit
n un entier naturel non nul, Hj, i variant entre 1 etn, les hexagones réguliers recherchés. Hp

désignant [’hexagone donné.
Les n hexagones réguliers, de couleurs différentes, se superposent sans débordement de fagon
que Iaire des surfaces laissées par chaque couleur soit la méme, se traduit par : pour tout 1 de

: : B, SRy 1.
1 an, aire (Hi+1)—aire (H;) est une constante A égale a I’aire de H; ou encore—x aire(H)
n

On en déduit que : pour touti entier del & n, aire(H:) = Ly aire(H).
n



Le probléme revient a superposer n triangles 0A;B; sur le
triangle OAB tel que 4, e [04]. B, € [OB] et(4,B,)//(4B).

A
o Fae o .
¢ \. ,-/‘“R;\ i entier compris entre 1 etn.
|\ \ La connaissance des triangles O4, B, suffit a déterminer les
5 e hexagones H,.

Aire(H,) = 6xaire(OA4,B,), aire(H,) = L x aire(H) se traduit par
n

aire(OA,B,) = =% aire(OAB) . Soit a, = 4,B, eth, = OH, , hauteur du triangle O, 4,5, .
n

Posons OH = hhauteur du triangle O4B , la connaissance de a, permet de connaitre s, dans le

1 I

triangle O4,B,, a, = \[z xa eth, = \/Z x h . La connaissance de 4, permet le tracé de
n n

I’hexagone H,. Le point 4, est sur le segment [0A4] tel que 04, = \/Z xa.
n



: I
Pour construire un segment de longueur , /— xXa,
n

utilisons la configuration du triangle QDM
rectangle en M , dans laquelle on a

QM? = QK xQD avec I projeté orthogonal de
M sur[QD] etQD = a . On divise le segment

[QD] en 7 segments de méme longueur et on
place le point 7 sur [QD] tel que le segment Q7 a

I
pour longueur—a .
n

Le segment QQM a pour longueur LRV
n

Dessin dans le cas n=5






