
IREM de Besançon 

 

Le cube dans 

tous ses états 
 

 

 

Le solide 

Ses représentations 

Des configurations associées 

Des fonctions associées 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Groupe lycée 
 

 

 

 

 
 

   



 Le cube dans tous ses états  

2 

 

 

Les auteurs 
 

 

 

Françoise de La Bachelerie, professeure agrégée de mathématiques  au lycée Duhamel de Dole, est 

animatrice ¨ lôIrem de Franche-Comté où elle est responsable du groupe « Liaison  mathématiques-sciences 

physiques au lycée ». Elle participe également au groupe « Lycée ». Elle a participé à la commission inter-

Irem « second cycle ». 

 

Michel Magnenet, professeur agrégé de mathématiques  honoraire est animateur ¨ lôIrem de Franche-

Comté où il met ses disponibilités au service des groupes « Liaison  mathématiques-sciences 

physiques au lycée », « Lycée » et « Rallye Mathématique de Franche-Comté ». 

 

Daniel Parent, professeur agrégé de mathématiques  au lycée Hyacinthe Friant de Poligny. Il est 

animateur ¨ lôIrem de Franche-Comté,  participe au groupe « Lycée » dont il a eu la responsabilité. 

 

Alain Parmentelat, professeur agrégé de mathématiques  au lycée Hyacinthe Friant de Poligny. Il est 

animateur ¨ lôIrem de Franche-Comté,  participe au groupe « Lycée » dont il a la responsabilité, ainsi 

quôau groupe ç Rallye Mathématique de Franche-Comté ». 

 

Philippe Speyer-Pays, professeur certifié de mathématiques au lycée Jean-Michel de Lons-le-Saunier. Il 

est animateur ¨ lôIrem de Franche-Comté,  participe au groupe « Lycée » dont il a eu la responsabilité. 

 

Avec la participation de Philippe Biétry  professeur certifié de mathématiques au lycée Pasteur de 

Besançon, pour la réalisation de lôactivit® ç de la position Ŭ à la position ɔ »  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 Le cube dans tous ses états  

3 

 

 

Introduction  

 
Cette brochure est écrite par les membres du groupe Lyc®e de lôIREM de Franche-Comté, à destination des 

professeurs de mathématiques des lyc®es dôenseignement g®n®ral et technologique. 

Le point de départ de cette ®tude est celle dôun objet simple de lôespace : le cube. 

 

Considérant cet objet de lôespace successivement comme « cube fil de fer » (ensemble des 12 arêtes), « cube 

creux » (surface cubique) et « cube plein è, les notions de lignes et surfaces de niveau ont ®t® ¨ lôorigine de notre 

réflexion. 

 

Dans lôespace, le cube peut occuper différentes positions ; nous ®tudions plus sp®cialement trois dôentre elles :  

1 : lôune de ses faces est horizontale ; 

2 : deux arêtes opposées parallèles sont dans un même plan horizontal ; 

3 : une grande diagonale est verticale ; 

Nous proposons une représentation en perspective cavalière, que nous présentons par ailleurs en annexe 1,  du cube 

dans chacune de ses positions, puis nous ®tudions lôintersection de celui-ci avec une famille de plans horizontaux. 

 

Le cube et ces plans déterminent des polygones, des surfaces, des polyèdres, auxquels nous associons des 

fonctions. 

Lô®tude math®matique de ces différentes étapes est développée en utilisant des démonstrations qui nous semblent 

accessibles aux élèves des classes de la seconde ¨ la terminale des lyc®es dôenseignements g®n®raux et 

technologiques. Dans la partie « annexes », nous proposons plusieurs activités différenciées pour les élèves (au 

moins une par position du cube) que nous avons expérimentées. 

 

Lôenseignant, en fonction des objectifs vis®s, pourra faire travailler ses classes sur les th®matiques suivantes :  

1- Etude de propriétés géométriques et métriques de configurations simples associées au cube. 

2- Repr®sentation en perspective cavali¯re de figures de lôespace. 

3- Calculs de longueur, dôaire, de volume. 

4- Problèmes liés au remplissage du cube, construction de jauge. 

5- Etude de fonctions numériques définies sur un intervalle non arbitraire, mais lié à une situation. 

6- Représentations graphiques, découverte de propriétés de celles-ci. 
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Présentation 

Outre le problème de représentation du cube dans différentes positions, le remplissage du cube soulève 

des questions de lignes et de surfaces de niveau, de volume en fonction de la hauteur de liquide contenu, 

de jauge, é.  

Dans toute la brochure, lôar°te du cube sera de longueur a. 

 

 Quelques positions du cube : 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

Position b : le cube est posé sur une arête 

contenue dans un plan horizontal et une 

diagonale de la face frontale est verticale. 

Position g : une des diagonales du cube est 

verticale.  

 

Position a (classique) : une des faces du 

cube est posée sur un plan horizontal, une 

autre est dans le plan frontal. 

 

 

 

Position Ŭ 

 

Position b 

 

Position ɔ 
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Première Partie 

 

 

 

 

 

 

 

Le cube en position alpha  
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I. 2ÅÐÒïÓÅÎÔÁÔÉÏÎ ÅÎ ÐÅÒÓÐÅÃÔÉÖÅ ÃÁÖÁÌÉîÒÅ ÄÕ ÃÕÂÅ ÅÎ ÐÏÓÉÔÉÏÎ ɻ 
 

Dans cette position, une des faces du cube est dans le plan horizontal.  

Le cube est dessin® en perspective cavali¯re. Nous avons choisi lôune des faces du cube comme plan 

frontal.  

Ainsi, les plans frontal et horizontal sont perpendiculaires et leur droite dôintersection est une des ar°tes 

du cube. 

Nous rappelons que le réel positif a d®signe la longueur de lôar°te du cube. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.  Lignes, surfaces de niveau et solides associés 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ligne    Surface    Solide associé  

Plan frontal 

Plan horizontal 
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1)  Lignes de niveau  

 

Désignons par ()S  la surface constituée des six carrés « pleins » du cube « creux ». 

Les lignes de niveau considérées sont les sections de ()S  par une famille de plans horizontaux notés Ph, h 

®tant un r®el de lôintervalle [0 ; a ]. 

On note Lh la ligne de niveau de cote h. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

D®monstration attendue de la part dôun ®l¯ve de Seconde. 

Déterminer une ligne de niveau Lh , côest d®terminer lôintersection de ()S  avec Ph, h étant un réel 

appartenant ¨ lôintervalle [0 ; a] 

 

Le plan Ph coupe les plans parallèles (ABCD) et (EFGH) suivant deux droites parallèles (IJ) et (KL). 

Le plan Ph coupe les plans parallèles (AEHD) et (BFGC) suivant deux droites parallèles (IL) et (JK). 

Par conséquent, IJKL est un parallélogramme. 

 

Le plan (ABCD) coupe les plans parallèles (ABFE) et  Ph suivant deux droites parallèles (AB) et (IJ). 

Le plan (BFGC) coupe les plans parallèles (ABFE) et Ph suivant deux droites parallèles (BF) et (JK). 

Les droites (AB) et (BF) étant perpendiculaires, il en est de même des droites (IJ) et (JK) : 

IJKL est alors un rectangle.  

 

Les droites (AB) et (IJ) ainsi que les droites (AI) et (BJ) étant parallèles, ABJI est un parallélogramme,  

donc AB = IJ. 

Les droites (BF) et (JK) ainsi que les droites (KF) et (BJ) étant parallèles, BFKJ est un parallélogramme,  

donc JK = BF 

Or BF = AB, on en déduit alors que IJ = JK. 

 

En conclusion, IJKL est un carré dont le côté est lôar°te de longueur a du cube. 

 

 

 

 

 

 

Ph h 
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Les lignes de niveau sont des carrés dont les côtés ont pour longueur  a 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2)  Surfaces de niveau 

  

 Les surfaces de niveau considérées sont les sections du cube plein avec une famille de plans 

horizontaux. Dans le cas du remplissage du cube, la surface du liquide représente cette section. 

 

Les surfaces de niveau sont des carrés pleins délimités par les lignes de niveau définies au 

paragraphe précédent. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Surface de niveau en vraie  

grandeur 

I J 

K L 

 

h 

Ph 

Ligne de niveau en vraie 

grandeur 

I J 

K L 

 

Ph h 
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3)  Solides associés 

 

 

 Supposons maintenant que lôon remplit le cube dôun liquide color® jusquôau plan Ph.   

Le liquide coloré définit un parallélépipède rectangle (pavé droit) dont la section est la surface de niveau 

du paragraphe précédent et la hauteur le nombre h. 

 

Le solide est un parallélépipède rectangle de base carrée de côté a et de hauteur h. 
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I 

 

J 

K 

B 

L 

Vue en perspective 

cavalière du solide obtenu 

h 

Ph 
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III.  Fonctions associées 
 

 Nous étudierons successivement les fonctions associées respectivement à la longueur des lignes de 

niveaux, ¨ lôaire des surfaces de niveaux et au volume de liquide contenu. 

 

1)  Longueur des lignes de niveau  

 

 

La longueur des lignes de niveau Lh précédentes 

peut sôexprimer en fonction de la hauteur h  

de liquide contenu.  

 

Notons L  la fonction qui, à tout réel h de lôintervalle [0 ; a], 

associe la longueur de la ligne de niveau Lh.  

 

Nous obtenons alors pour tout h de [0 ; a] : 

 

   L( h) = 4a 

 

 

La fonction longueur est constante sur [0 ; a] 

 

 

 

 

 

 

2)   Aire des surfaces de niveau  

 

 

Lôaire des surfaces de niveau peut aussi  

sôexprimer en fonction de la hauteur h  

de liquide contenu.  

 

Soit S  la fonction qui, à tout réel h de lôintervalle [0 ; a],  

associe lôaire de la surface de niveau de cote  h. 

 

Nous obtenons, pour tout h de [0 ; a]: 

 

   S( h) = a
2
 

 

La fonction aire est constante sur [0 ; a]  

 
Représentation graphique avec a = 5 

 

Représentation graphique avec a = 5 
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3)  Volume  des solides associés 

 
 
 

 

 Exprimons le volume des solides associés 

au remplissage du cube en fonction de la 

 hauteur h de liquide contenu.  

 

Notons j la fonction, qui à tout réel h  

de lôintervalle [0 ; a],  associe le volume v  

contenu dans le cube. Il sôagit du volume 

dôun pav® droit de dimensions a, a et h.  

 

Nous obtenons, pour tout h de [0 ; a]: 

 

j( h) = a
2
h 

 

 

La fonction volume est linéaire sur [0 ; a] 
 

 
 

 
 
 
 
 

  

 
   Représentation graphique avec a = 5  
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Deuxième Partie 

 

 

 

 

 

 

 

Le cube en position bêta 
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I. Représentation en perspective cavalière du cube en position  b 
 

 Le plan frontal contient une face du cube dont une diagonale est verticale.  

Une représentation possible de ce cube, dôar°te ὥ,  est obtenue ¨ partir de celle dôun parall®l®pip¯de 

rectangle dont la face située dans un plan frontal, est un carré de côté ὥЍς, les arêtes perpendiculaires à 

cette face étant de longueur a. 

 

 

 

Ainsi, le pavé droit utilisé a pour dimensions 

 ὥ et ὥЍς (pour la base), et ὥЍς  (pour la hauteur) 

 Le cube ABCDEFGH  a ses arêtes de longueur ὥ. 
Les plans (AEGC) et (ABCD) sont verticaux. 

 Le plan (BDHF) est horizontal. 

 

 

Nous noterons  P  le plan horizontal 

 contenant lôar°te [CG]. 

 

 

 

Remarque : pour obtenir cette repr®sentation, dôautres m®thodes peuvent °tre utilis®es, par exemple en 

utilisant une rotation de lôespace : 

ï Image du cube en position a par une rotation dôangle  autour dôun axe joignant les centres de deux 

faces verticales opposées. 

 

ï Image du cube en position a par une rotation dôangle   autour dôun axe support dôune ar°te situ®e dans 

un plan horizontal. 

 

Dans lôannexe I, nous proposons une repr®sentation du cube obtenu apr¯s rotation. 

  

 
 

 



 Le cube dans tous ses états  

16 

 

 

II.  Lignes de niveau,  surfaces de niveau et solides associés 

 

1)  Lignes de niveau 

 

 Désignons par ()S  la surface constituée des six carrés « pleins » du cube. 

Soit Ph le plan horizontal situé à la distance h du plan  P, situé dans le demi-espace de frontière  P   et 

contenant le cube ABCDEFGH.    

Les lignes de niveau considérées sont les sections de ()S  par la famille de plans horizontaux Ph, h étant 

un r®el de lôintervalle [0 ; Ѝς ]. 
 

On note Lh la ligne de niveau de cote h, représentée en gras sur les figures ci-dessous. 

 

 

 
 

h désignant un réel appartenant à lôintervalleπ Ƞ ὥЍς   ,  

la ligne de niveau Lh est lôintersection de ()S  avec Ph,  

 

¶ 1
er

 cas : si 0h=  alors L0 = [CG]. 

 

¶ 2
ème

 cas : si h ɴ π Ƞ ὥЍς   

alors Lh = [IJ] Ç [JK] Ç[KL] Ç[LI].   

 

(BDHF) est un plan horizontal 

Ph et (BDHF) sont donc parallèles. 

Sachant que deux plans parallèles coupent un plan 

suivant deux droites parallèles,  

on obtient (IJ) // (BD) et (LK) // (FH).   

De plus, (BD) // (FH). Il vient donc (IJ) // (LK). 

 

De même, on obtient (IL) // (BF) et (JK) // (DH).  

Comme de plus, (BF) //(DH). Il vient donc (IL) //(JK). 

 

Représentation lorsque h ɴ π Ƞ 
Ѝ 
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Ainsi, (IJ) // (LK) et (IL) // (JK). IJKL est alors un parallélogramme. 

En outre, on a (IJ) // (BD), (IL) // (BF) et (BD)  ̂ (BF) donc on en déduit (IJ)  ̂ (IL).  

 

Par conséquent, IJKL est un rectangle.  

 

Pour ce qui concerne les dimensions de ce rectangle, dans le cas où h ɴ π Ƞ 
Ѝ 

,  

JK mesure  ὥ et IJ mesure 2h  

En effet, ¨ lôaide des angles correspondants, on montre que le triangle ICJ est rectangle isoc¯le en C, de 

hauteur h et donc IJ = 2h. (On peut aussi exploiter le parallélisme de (IJ) et (BD) et appliquer le théorème 

de Thalès pour conclure) 

 

La ligne de niveau Lh est un rectangle de dimensions ╪ et 2h lorsque  h ɴ ] 0 ; 
╪Ѝ 

] 

 

 

 

¶ cas où h ɴ  
Ѝ 
ȠὥЍς , 

 

 

On montre de manière analogue que  

le triangle JAI est rectangle isocèle en A et  

IJ = ςὥЍς ςὬ. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La ligne de niveau Lh est un rectangle de dimensions ╪ et ╪Ѝ ▐  

lorsque h ɴ  
╪Ѝ 
Ƞ╪Ѝ  

 

 

 

 

 

¶ 3
ème

 cas : si h = ὥЍς  alors  ὒЍ  = [AE] 

 

Cas particuliers : 

 

Pour h = 
Ѝ 

  , ὒЍ  est le rectangle BDHF. 

Pour h =   et pour h= ὥЍς -    ,  Lh est un carré de côté ὥ. 

  

Représentation lorsque h ɴ  
Ѝ 
ȠὥЍς  
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2)  Surfaces de niveau 

  

 Les surfaces de niveau considérées sont les sections du cube plein avec la famille de plans 

horizontaux. Elles sont délimitées par les lignes de niveau définies précédemment. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les surfaces de niveau sont des rectangles pleins lorsque h ɴ   Ƞ╪Ѝ  

3)  Solides associés 
 

Supposons maintenant que lôon remplit le cube dôun liquide color® jusquôau plan Ph.  Le liquide coloré 

d®finit un solide que lôon peut visualiser ¨ lôaide des figures ci-dessus : 

Lorsque h ɴ ] 0 ; 
Ѝ 

] , il sôagit dôun prisme de hauteur  ὥ et de base un triangle rectangle isocèle 

dôhypot®nuse 2h. 

Lorsque h ɴ  
Ѝ 
ȠὥЍς , il sôagit dôun prisme ¨ base pentagonale, ou du cube initial priv® dôun prisme 

de hauteur  ὥ et de base un triangle rectangle isoc¯le dôhypot®nuse ςὥЍς ςὬ . 
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4)  Complément  : pÒÏÊÅÃÔÉÏÎ ÏÒÔÈÏÇÏÎÁÌÅ ÄȭÕÎÅ ÌÉÇÎÅ ÄÅ ÎÉÖÅÁÕ 

 

 Soit p la projection orthogonale sur le plan P . 
 

Mô = p(M) si et seulement si  

 

 

On a p(A) = C ; p(C) = C ; p(G) = G et p(E) = G. 

Notons Bô, Dô, Hô, Fô, Iô, Jô, Kô, Lô les projet®s respectifs sur P de B, D, H, F, I, J, K, L. 

BDHF est un rectangle de côtés ὥ et ὥЍς et BôDôHôFô est un rectangle isométrique à BDHF.  

IJKL est  un rectangle de côtés  ὥ et 2h ou  ὥ ÅÔ ςὥЍς 2h 

IôJôKôLô est un rectangle isom®trique ¨ IJKL puisquôil est projet® orthogonalement sur un plan qui lui est 

parallèle. 

 
 

Remarquons que la représentation dans le plan ʇ nous donne ligne et surface de niveau en vraie grandeur. 

 

 

M et Mô appartiennent ¨ la droite passant par M et orthogonale ¨ P . 

Mô appartient ¨ P . 
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III.  Fonctions associées 

 

Etudions respectivement les fonctions associées à la longueur des lignes de niveau, ¨ lôaire des surfaces 

de niveau et au volume contenu lors du remplissage du cube en position b par un liquide coloré. 

 

1)  Longueur  des lignes de niveau 

 

 La longueur de la ligne de niveau Lh  peut sôexprimer en fonction de la hauteur h de liquide contenu. 

Soit L la fonction qui à h associe la longueur de la ligne de niveau matérialisée sur le cube.  

Distinguons 3 cas. 

 

 ¶ 1er
  cas : si h = 0 ou si h = ὥЍς 

Les lignes de niveaux correspondantes sont réduites chacune à un segment de 

longueur  ὥ. 
 

Par conséquent, L(0) = L ╪Ѝ  =  ╪ 

 

¶ 2ème
 cas : si   h ɴ ] 0 ; 

Ѝ 
] 

La ligne de niveau Lh est un rectangle de dimensions a et 2h 

 

Par conséquent, pour tout   h ɴ ] 0 ; 
Ѝ 

] 

 

L(h) = 4h + 2 ╪ 

 

En particulier,  L(
Ѝ

)=ςρ Ѝς) ὥ 

¶ 3ème
 cas : si  h ɴ [ 

Ѝ 
 ;  ὥЍς  [ 

 

La ligne de niveau Lh est un rectangle de dimensions  ὥ  et ςὥЍς ςὬ 
 

Par conséquent, pour tout   h ɴ [ 
Ѝ 

 ;  ὥЍς  [ 

 

 L(h) = 4 ╪Ѝ ▐  + 2 ╪ 

 

Nous retrouvons bien  L(
Ѝ

)=ςρ Ѝς)  ὥ 

 

Remarque : la fonction  L est continue sur  π Ƞ ὥЍς  , mais elle nôest continue ni 

en 0, ni en  ὥЍς . 
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Voici la représentation graphique en repère orthogonal de la fonction L sur π Ƞ ὥЍς   lorsque ὥ = 4 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remarque : la fonction  L admet son maximum lorsque h = 
╪Ѝ 

 . La ligne de niveau associée est 

alors le rectangle BDHF. 

 

a 

2a 

ςὥЍς+1) 

ὥЍς 
ὥ
Ѝς

ς
 

h 
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2)  Aire  des surfaces de niveau 

 

 Lôaire des surfaces de niveau peut aussi sôexprimer en fonction de la hauteur de liquide contenu. 

Notons S la fonction qui, à la hauteur de liquide h, associe lôaire de la surface de niveau matérialisée sur 

le cube. Il convient de distinguer 3 cas : 

 

¶ 1er
  cas : si h = 0 ou si h = ὥЍς 

Les surfaces de niveau correspondantes sont réduites 

chacune à un segment de longueur ὥ. 
 

Par conséquent, S(0) = 0 et S ὥЍς =0 :  

 

 

¶ 2ème
 cas : si  h ɴ ] 0 ; 

Ѝ 
] 

 

Les surfaces de niveau sont des rectangles « pleins » 

dont deux côtés consécutifs ont pour mesures 

respectives ὥ et 2h.  

 

Par conséquent, lorsque h ɴ  π Ƞ  
Ѝ 
  

 

S(h) = 2 ╪▐ 
 

 

 

3
ème

 cas : si  h ɴ [ 
Ѝ 

 ;  ὥЍς  [ 

 

Les surfaces de niveau sont des rectangles « pleins » 

dont deux côtés consécutifs ont pour mesures 

respectives ὥ et ςὥЍς Ὤ 

 

 

Par conséquent, lorsque h ɴ [ 
Ѝ 

 ;  ὥЍς  [ 

 

S(h) = ╪╪Ѝ ▐  

 

Remarquons que les deux expressions  

de S(h) fournissent 

 S
Ѝ 

 = ὥЍς . 

 

 

 

En résumé, la fonction S est  affine par intervalles et continue sur lôintervalle π Ƞ ὥЍς . 
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Voici la représentation graphique en repère orthogonal de la fonction S sur π Ƞ ὥЍς   obtenue avec 

 ὥ = 4 : 
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3)  Volume  des solides associés 

 

 Notons j la fonction définie sur π Ƞ ὥЍς  qui à h associe le volume v de liquide coloré contenu dans 

le cube. Nous avons bien sûr : 

 •π π (pour le cube vide) et •ὥЍς ὥ (pour le cube plein).  

Distinguons deux cas : 

 

 

¶ 1er
 cas : si  h ɴ ] 0 ; 

Ѝ 
] 

Le liquide remplit un prisme de hauteur ὥ et 

 de base un triangle rectangle isocèle 

 dont lôhypot®nuse mesure 2h. 

 

Alors, •Ὤ Ὤ ςὬ ὥ 

 

Par conséquent, pour tout  h ɴ ] 0 ; 
Ѝ 

] 

 

   ⱴ▐ ╪▐  

 

 

En particulier, on obtient  •
Ѝ 

 (cube à moitié plein) 

 

 

¶ 2ème
 cas : si  h ɴ [ 

Ѝ 
 ;  ὥЍς  [ 

 

La partie non remplie du cube détermine un prisme de 

hauteur ὥ et de base un triangle rectangle isocèle dont 

lôhypot®nuse mesure ὥЍς Ὤ. Le volume de ce prisme est 

ὥὥЍς Ὤ . 

 

Donc, par complémentarité, on obtient 

 

•Ὤ ὥ  ὥὥЍς Ὤ  

 

Par conséquent, pour tout h ɴ [ 
Ѝ 

 ; ὥЍς [,  

on obtient : 

 

ⱴ▐ ╪  ╪╪Ѝ ▐  

 

On retrouve  •
Ѝ 

  . 
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Voici la représentation graphique en repère orthogonal de la fonction j définie sur π Ƞ ὥЍς  avec 

  ὥ = 4 : 

 

 
 

Remarque : j est une fonction polynôme de degré 2 par intervalles. 

 • réalise une bijection continue, strictement croissante de π Ƞ ὥЍς  sur π Ƞ ὥ . 

Nous pouvons montrer, pour tout h deπ Ƞ ὥЍς , lô®galit®  j( ὥЍς-h) + j( h) = ὥ.  

Ainsi, les deux arcs de parabole constituant la représentation graphique de j sont symétriques par rapport 

au point de coordonnées  
Ѝ
Ƞ  
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4)  Jauge 

 

 La réalisation dôune jauge ( dispositif propre à indiquer la quantité de liquide stocké dans un 

r®servoir) sur la face frontale du cube peut se faire ¨ lôaide du graphique page pr®c®dente, repr®sentant la 

fonction j associant le volume à la hauteur de liquide sur la face frontale. Dans ce but, on réalise une 

suite de repères pour des valeurs remarquables du volume. 

 Pour obtenir cette graduation  de la jauge, nous utiliserons la fonction réciproque de la fonction j.  

Notons   cette fonction définie sur [0 ; ὥ.] qui, au volume v, associe la hauteur h correspondante. 

 

¶ 1
er

 cas : si v Í πȠ  

Pour un volume V appartenant à cet intervalle, nous avons obtenu v = •Ὤ ὥὬ. 

Soit  Ὤ  . 

Puisque h désigne un réel positif ou nul, nous avons donc Ὤ   . 

Ainsi, pour tout réel v Í πȠ ȟ               ♥ὺ
╪
 

 

On obtient en particulier  (0) = 0 (hauteur du liquide lorsque le cube est vide) 

et  
Ѝ 

 

 (hauteur du liquide lorsque le cube est à moitié plein). 

 

 

¶ 2
ème

 cas : si v Í Ƞὥ  

Nous avons obtenu v •Ὤ ὥ  ὥὥЍς Ὤ  dô où  ὥЍς Ὤ  =  

 Notons que    π Ὤ ὥЍς et par suite  ὥЍς Ὤ π. 
 

Par conséquent,  ὥЍς Ὤ = 
ὥσ ὺ

ὥ
 et par suite h = ὥЍς  

ὥσ ὺ

ὥ
 

 

Ainsi, pour tout réel ὺ Í Ƞὥ ȟ♥○  ╪Ѝ  
╪ ○

╪
 

 

On retrouve   ὥЍς ὥЍς
Ѝ Ѝ

 comme dans le premier cas. 

Enfin,  ὥ ὥЍς  (hauteur du liquide lorsque le cube est plein) 

 

Nous pouvons montrer, pour tout h deπ Ƞ ὥ , lô®galit®   ὥ Ὤ +  Ὤ ὥЍς 

La représentation graphique de   est symétrique par rapport au point de coordonnées  Ƞ
Ѝ

  

( )y V x=  
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Voici la représentation graphique en repère orthogonal de la fonction    lorsque ὥ = 4 

 

 
 

On obtient sur lôaxe des ordonn®es une jauge de la diagonale de la face frontale, gradu®e ici en 8
ème

 de 

volume total du cube. 
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Réalisation pratique de la jauge. 
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¶ Etude de la dérivabilité de   
 

Le sens de variation de   est connu. Le but est de faire une étude locale complète aux points 

dôabscisse 0, ὥ/2, ὥ, soit au début, au milieu et à la fin du remplissage. 

 

Remarquons toutefois que , pour tout réel v Í πȠ ȟ               ♥ὺ
╪
 

  est alors dérivable sur ]0 ; ὥ/2 [ et  ᴂ (t) = 
2

1

 

Lorsque vÍ [ὥ/2; ὥ],  ὺ  ὥЍς  
ὥσ ὺ

ὥ
 

   est alors dérivable sur ] ὥ/2; ὥ [  et   ô(t) = 
Ѝ  

 
 

Etudions la dérivabilité (à droite)de   en 0 

 

Le taux dôaccroissement sô®crit  
Ѝ
   et donc  ÌÉÍO  Њ 

 

On en déduit que   nôest pas d®rivable (¨ droite) en 0. 

 

Etudions la dérivabilité (à gauche) de    en ╪ /2 

 le taux dôaccroissement sô®crit   =  

Ѝ

 

soit après calcul  = 
Ѝ

 

  

On en déduit enfin :  

2

3
lim

a
t­

  = 
Ѝ

 

 

   est dérivable (à gauche) en ╪ /2 et ⱶ▌(╪ /2) = 
Ѝ╪

 

 

Par symétrie de la représentation graphique de la fonction ʕ, nous en déduisons que 

 

   est dérivable (à droite) en ╪ /2 et  ▀(╪ /2) = 
Ѝ╪

 

 

La fonction   est donc dérivable en v = ╪ /2 puisquôelle  est d®rivable ¨ gauche et ¨ droite en 

ce point et que ses nombres dérivés à gauche et à droite  sont égaux.  

On a   (╪ /2) = 
Ѝ╪

 

 
Toujours par symétrie, la non dérivabilité à droite de   en 0 implique la non dérivabilité à gauche 

de   en ὥ. 
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Enfin, les fonctions en jeu étant dérivables sur ]0 ; a
3
 [ nous pouvons d®river lô®galit®  

 ʕ(a
3
 ï v) +  ʕ(v) = ὥЍς   et prouver ainsi lô®galit®  

ⱶ ╪ ○ = ⱶ(t) pour tout v de [0 ; ὥ]  

Ceci nous prouve que, dans un rep¯re orthogonal, la droite dô®quation v = ╪ /2 est un axe de 

symétrie de la courbe représentative de ʕô. 
 

En conclusion, la fonction   est d®finie continue sur lôintervalle [0 ; ╪ ], et dérivable sur 

lôintervalle ]0 ; ╪  [, (elle nôest d®rivable ni en 0, ni en ╪). 

 

¶ Etude de la dérivabilité de   ô 
 

Rappelons que ʕ est  dérivable sur ]0 ; ὥ/2 [ et ʕô(v) = 
2

1
 

   est alors dérivable sur ]0 ; ὥ/2 [ et   (v) =   
ρ
ὥὺ

  soit   (v) = 
Ѝ

 

  (v) est strictement négative sur ]0 ; ὥ/2 [ 

 

Rappelons que    est  dérivable sur ] ὥ/2; ὥ [  et  ʕô(v) = 
Ѝ  

 

   est alors dérivable sur ] ὥ/2; ὥ [ et ‪ (t) =  ὥ ὥὺ ϳ  

  (v) est strictement positive sur ] ὥ/2; ὥ [ 

 

Á Etudions la dérivabilité (à gauche) de    en ╪ /2 
 

Lorsque v Í]0 ; ὥ/2 [ ‪(v) =   
2

1
 

 

  =  Ѝ

      

soit après calcul 

 

  
Ѝ Ѝ

 

 

On obtient enfin 

2

3
lim

a
t­

 
Ѝ

  

   est dérivable (à gauche) en ╪ /2 et  ▌(╪ /2) = 
Ѝ╪

 

 

Á Etudions la dérivabilité (à droite) de    en ╪ : 

 

La relation   ╪ ○ =   (v) pour tout v de [0 ; ὥ] et la symétrie de la représentation 

graphique de ʕ ô, nous permettent de conclure que : 

 

   est dérivable (à droite) en ╪ /2 et  ▀(╪ /2) = 
Ѝ╪
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Á Conclusion 

 

 ô est d®rivable en tout point v des intervalles ]0 ; ╪ /2 [ et  ] ╪ /2; ╪  [ 

 ô nôest pas d®rivable en v = ╪ /2, mais est néanmoins dérivable à gauche et à droite en ce 

point, ses dérivées à gauche et à droite étant opposées. 
 

Les fonctions f1 et f2 définies par f1(v) =  ᴂὥ ὺ et f2(v) =   ὺ  étant dérivables sur les  

intervalles ]0 ; ὥ/2 [ et  ] ὥ/2; ὥ [, nous pouvons d®duire de lô®galit® de f1 et f2 lô®galit® de leurs 

dérivées fô1 et fô2 . 

Ainsi, pour tout v de ]0 ; ὥ/2 [ Ç ] ὥ/2; ὥ[, nous en d®duisons  lô®galit®    (a
3
  ï v) = -   (v)  

Le point de coordonnées Ƞπ est par conséquent le centre de symétrie de la courbe 

représentative de ‪ . 

 

 

¶ Récapitulatif sous forme de tableau :  

 

On a représenté ci-dessous les tableaux de variation des fonctions   et   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ρ
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  (v)  

ὥ
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ς
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5)  Remplissage 

 

Un liquide est versé à débit constant dans le cube initialement vide. Nous ®tudions ici  lô®volution de la 

hauteur de liquide (en fonction du temps !) au cours du remplissage. 

 

¶ Notations et unités 

 

 ὥ est la constante arête du cube (en dm). D est la constante débit de remplissage (en dm
3
 s

-1
 ) 

t est la variable temps (en s) 

Nous noterons M(t) le point de contact du liquide et de la diagonale [CA] au cours du remplissage. 

Enfin, les fonctions V et H seront définies sur un intervalle de temps I par : 

  

I  O  π Ƞ ὥ              I ­  π Ƞ ὥЍς  
)(V tt:               )(tHt:  

V(t) : volume de liquide ¨ lôinstant t (en dm
3
)  H(t) : hauteur de liquide ¨ lôinstant t (en dm)  

 

¶ Etude de la fonction V et détermination de lôintervalle I. 

 

On a V(t) = Dt  V est une fonction affine (linéaire) du temps. 

Le cube est plein lorsque V(t) =
 
 ὥ soit lorsque t = ὥ/D 

 

La fonction V est donc définie et strictement croissante sur lôintervalle I = [0 ; ╪ /D] 

 

¶ Etude  de la fonction H sur lôintervalle I = [0 ; ╪ /D] 
 

Remarquons que H =  έὠ ou encore H(t) =  έὠὸ 

La fonction V est continue, strictement croissante de [0 ; ὥ/D] sur [0 ; a
3
] et la fonction   est 

continue, strictement croissante de [0 ; a
3
] sur π Ƞ ὥЍς  

Par composition, H est continue, strictement croissante de [0 ; ╪ /D] sur  Ƞ ╪Ѝ  
 

Remarquons que cette croissance est tout à fait évidente, étant une conséquence directe  de 

lôexp®rience de remplissage du cube. 

La problématique du remplissage  nous  amène à étudier si la fonction H est deux fois dérivable sur I. 

 

La fonction affine V étant  dérivable sur I, le théorème de composition nous permet de donner les 

résultats suivants : 

 

La fonction H est d®finie continue sur lôintervalle [0 ; ╪/D], d®rivable sur lôintervalle ]0 ; ╪ /2 [, 

et nôest d®rivable ni en 0, ni en ╪ /D . 

Hô est d®rivable en tout point t des intervalles ]0 ; ╪ /D [ et  ] ╪ /2D; ╪ /D [ 

Hô nôest pas d®rivable en t = ╪ /2D, mais est néanmoins dérivable à gauche et à droite en ce 

point, ses dérivées à gauche et à droite étant opposées. 

 

Nous avons enfin les propriétés graphiques : 

Le point de coordonnées (╪ /2D;╪
Ѝ

) est  le centre de symétrie de la courbe représentative de H. 

Dans un rep¯re orthogonal, la droite dô®quation t = ╪ /2D est un axe de symétrie de la courbe 

représentative de Hô. 

Le point de coordonnées 
╪

╓
Ƞ  est le centre de symétrie de la courbe représentative de ╗ . 



 Le cube dans tous ses états  

32 

 

 

 

Représentation graphique en repère orthogonal de la fonction H   définie sur [0 ; ╪ /D] lorsque  

a = 4 dm et D = 1 dm
3
s

-1
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remarque : nous avons pour tout t de I,   H(t) =  $ὸ 

Ainsi, la courbe de H, hauteur de liquide en fonction du temps,  se déduit de la courbe de   ȟ  hauteur de 

liquide en fonction de V, par affinit® orthogonale dôaxe (Oy) et de rapport 1/D 

Dans le cas particulier choisi où D = 1, les  représentations graphiques des fonctions H et   sont 

superposables. 
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Représentation graphique en repère orthogonal de la fonction ╗ lorsque  

a = 4 dm et D = 1 dm
3
s

-1
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 

Observons un agrandissement 

de la courbe précédente centré 

au point dôabscisse a
3
/2D 

La non dérivabilité de H ô au 

point dôabscisse a
3
/2D se 

traduit graphiquement par un 

point anguleux.  

La courbe représentative de H ô 

(en gras) est située au dessus de 

ses demi-tangentes (en 

pointillés) au point minimum.  
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