Archimecde
et la Quadrature du cercle

Il n‘est pas de probléme plus longtemps ouvert tdistoire des Mathématiques que celui de
la quadrature du cercle. De quand date-t-il ? Ole sait ; on sait seulement que les Grecs, experts
en géeometrie, s'y sont cassés les dents pendasiedtss et ont créé, pour tenter de le résouése, d
objets nouveaux qui ont permis une approche, ousahgion partielle, mais n'ont jamais réussi a
refermer le probléme sur une solution qui apaiseekprits définitivement. Il est probable que ce
probleme soit plus ancien que la science grecqueneparticulier, que les Egyptiens se le soient
posé. Il faudra encore passer les importantes s#édms de la Renaissance et des X&/M§ et
XIX i€mesjacles pour qu'on ose affirmer enfimous connaissons la réponse a cette question

Le probleme a tellement étonné qu'il a donné upeession c'est la quadrature du cercle
synonyme pour les uns de : c'est impossible et lesuautres de : c'est extremement difficile.

Il m'offre I'occasion de rapprocher les différesgas des mots utilisés ici :

- probléme : qui hors des mathématiques, est surtout embaéteni#iculté, tracas.

- solution : qui est pour le chimiste, mélange parfait, ggwasition a suspension, ou les par-
ticules sont imbriquées sans perdre leur identité.

- résolution : qui est pour le physicien un pouvoir lié a lpaeité de voir de I'ceil ou d'un ap-
pareil optique.
et de penser que ce n'est peut-étre pas par hasartbs hommes de notre mode de pensée ont
choisi les mémes mots pour décrire ces sens gaoldeme vrai que se pose un mathématicien le
dérange et le tracasse jusqu'a ce gu'il ait troneéréponse qui se meélange a sa matiere mentale au
point qu'il y trouve le repos, que I'épine ait digpet ait fait place a l'intégration d'une conseise
qui est alors inséparable de I'étre qui a faitecd#marche. L'histoire de la démonstration dans
I'Histoire nous montre aussi que ce qui a pu ébe waie solution a une époque, parait approxi-
mative ou intuitive a une autre époque, comme serouvoir de voir augmente dans le temps.

Une réflexion pédagogique en découle naturellememttre des éléves devant un vrai pro-
bleme, de leur niveau de résolution, est la chdedeur donner un vrai savoir et non un vernis dis-
ponible pour un examen superficiel, en suspengiovigpire dans leur esprit.

Quel est donc ce probléeme ? Un cercle étant d@treécapable avec une regle et un compas
de construire un carré de méme aire que le disgiest donc aussi le probleme de la connaissance
du disque par comparaison au carré de son rayale @on diametreomme une fraction Car si
quelqu'un avait trouve une telle fraction, la camgion n'aurait plus posé de probléme.

Une autre réflexion m'a été faite par Jean-Margoureux sur I'importance extraordinaire du
probleme de la quadrature du cercle : sa dimemsigstique. En effet, dans la plupart des civilisa-
tions, comme en Chine, le carré est le symboleaderte et le cercle celui du ciel, et le fait que
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I'nomme essaie d'étre le lien entre le terrestite divin est au fond de sa quete spirituelle. Qu'o
observe les cathédrales qu'un temps de grandéosii@gcomme le Moyen-Age a produites : les
fondations sont toutes a angles droits - carréeslars dans le rapport doré symbole de I'harmonie
terrestre - et les voutes, coupoles et rosaceslaires et inaccessibles comme images du ciel.
Qu'on s'interroge enfin sur la solution définittke probléme qui, au XI®Mesiécle, a pris la forme
d'une coupure définitive entre les nombresstructiblesa la regle et au compas enfermés dans les
nombresalgébriques et le nombrer, symbole numérique du cercle, recortrmnscendant Ce
langage n'est-il pas toujours religieux ? Et cettmnnaissance de la transcendance pi&cede de

20 ans la séparation de I'Eglise et de I'Etat !

Ce texte se scinde en deux chapitres : le premsteuree reproduction partielle de I'ouvrage
remarquable écrit par Jean-Etienne Montucla en Xib4'histoire de la Quadrature du cercle,
situant trés bien ce que fut cette longue quéte e Grecs et le second, la présentation des trois
propositions faites par Archimede sans jamais ¢#éProbleme" mais qui en sont sa contribution
fondamentale. Vision extraordinaire, dans les tasihnnonces, tellement étonnants que les grands
mathématiciens de la Renaissance auront du ma acleepter, et dans les démonstrations ou il
donne, de fagon percutante un apercu de ses fdeoosnvaincre par son calcul intégral, les suites
numeriques et son approche infinitésimale. Raccdorcdamental et pas prodigieux du Grand
Maitre sur le probléme le plus ardu de I'Histoire !

| - La Quadrature du cercle chez les Grecs vue par
Montucla en 1754

Le texte qui suit est fait d'extraits de I'ceuvre Mentucla, montrant les pas les plus
significatifs faits par les Grecs sur le probleme.
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Note : Les lunules d'Hippocrate

Hippocrate découvrit une surface a bords courbasgrgjle, ou plutét une réunion de surfaces
en forme de croissants de lune. La démonstratjposeesur le théoreme de Pythagore, en le voyant
comme une relation entre les aires de 3 figurebkdaies construites sur les cotés d'un triangle rec
tangle - pas nécéssairement carrées. L'aire de gall repose sur I'hnypothénuse est toujours la
somme des 2 autres.

En prenant 3 demi-disques, et en retournant vatérleur le plus grand, Hippocrate affirme
que le grand disque est la somme des 2 autresiees'd) retranche aux 2 termes égaux la partie
commune, I'égalité demeure : donc la somme des?ds équivaut au triangle rectangle.
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Il - La contribution d'Archimede

3 propositions concernent le probleme dont 2 fotngeerlles seules l'ouvrage le plus court
d'Archimede : De la mesure du cercle. En voicidetenu :

Proposition 1: Tout cercle équivaut au triangle rectangle gequel on a le rayon égal a l'un
des cotés adjacents a I'angle droit et le périndgiata la base.

Proposition 2: Le périmétre de tout cercle vaut le triple dandétre augmenté de moins de la
septieme partie, mais de plus des dix soixantezdemes parties du diametre.

Corollaire : L'aire d'un disque vaut prés dlﬁ? du carré de son diametre.

La troisieme proposition vient d'un autre livre Atchimeéde invente la premiere courbe a
définition cinématique de I'Histoire : sa spirdi® effet, a part les courbes fondamentales que sont
la droite et le cercle ( la premiére n'étant adails pas concue comme illimitée par les Grecs mais
comme un segment, si bien que lorsqu'Euclide veésigder ce que nous appelons : une droite, il
parle de la droite prolongée ), les Grecs utilideatconiques qui sont des coupes de cones ou des
courbes mécaniques comme la conchoide de Nicomedsigune déformation de droite. Le livre :
Des spirales est tout a fait remarquable par Issltaés qu'Archiméde obtient sur la mesure des
révolutions successives et secteurs de sa spivalie (Le trésor d'Archiméde™ ) mais il contient en
plus une premiere partie qui fait I'étude des tategea la spirale pour aboutir a la proposition
suivante :

Proposition 3: Si une ligne est tangente a l'extrémité d'unealgpdécrite en premiére révo-
lution, et, si du point d'origine de la spirale,@ave une perpendiculaire sur la droite initisderé-
volution, cette perpendiculaire rencontrera la éatg, tandis que la droite située entre la tangente
et l'origine de la spirale, sera égale a la cirémrice du premier cercle.
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Contenu de la proposition 1: Sous son aspect insignifiant, elle rameéene lqudisa un tri-
angle. Il est clair qu'un triangle - comme toutygoine - est quarrable, c'est-a-dire qu'on peut
construire un carré de méme aire a la regle etomupas puisqu'on peut le transformer en un
rectangle en divisant en deux I'une de ses dimesgbqu'Euclide nous a laissé la construction de
la moyenne géométrique toujours en usage, qui raroér rectangle a un carre.

Evidemment, le probléme est que le triangle égaitahu disque, s'il a une hauteur facile a
construire, parce gue c'est le rayon, a une baseogtient toute la difficulté, puisque c'est umgse
ment qui a la longueur du cercle. Autrement ditchAmede affirme ici qu'il est équivalent de
quarrer le disque ( probleme d'aires ) ou de iectié cercle ( probleme de longueur ) ! Mais ce
nouveau probléeme ne parait pas plus simple puistuagrands esprits de la Renaissance se
demanderont encore s'il est possible qu'un segaiteméme longueur qu'un cercle !

Ce n'est pas la solution du "probleme" mais uresfoamation fondamentale vers une autre
approche.

Contenu de la proposition 2: c'est le nombre, si je peux me permettre car un rapport n'est
pas un nombre pour les Grecs, qui est en quegtichimede, fort de sa premiere démarche essaie
d'approcher la longueur du cercle et découvred@mment le plus précis de I'Antiquité :

10 1
3+77 <1 < 3+7

Contenu de la proposition 3: c'est certainement lui qui a incité Archimedaéenter sa
spirale : trouver une construction d'un segmeradengueur d'un cercle ; et justement la sous-tan-
gente de la spirale en fin de premiere révolutioexactement la longueur du cercle de fin de

premiére révolution ! Bien sdr, le probleme elt &éolu si cette fameuse tangente avait été
constructible, malheureusement !
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Mais tout de méme, quel sens des relations géaquési!

Démonstration de la proposition 1. C'est une démonstration typique d'Archimedeepar
haustion. Il a montré ailleurs ( voir " Le Trésor d'd'Araméde " page 112 ) qu'il peut construire sur
un cercle donné, 2 polygones réguliers semblalbi@s, inscrit, I'autre circonscrit, d'aires plus
proches l'une de l'autre que toute aire donnée.

Si le disque D et le triangle T sont inégaux, ldifierence est donnée et il peut construire 2
polygones réguliers, I'un inscrit, l'autre circanisae différence inférieure a celle de D et T. ®n
donc 2 cas de figure suivantque D > TouD € T
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Chaque polygone est équivalent a un triangle de lapérimétre du polygone et de hauteur
la distance du centre a ses c6tés qu'on hommeeapeth

Dans le cas 1, le polygone S a une aire plus pgigel bien qu'il soit équivalent a un triangle
de base supérieure et de hauteur égale a ceux de T.

Dans le cas 2, le polygone | a une aire plus grande T bien gu'il soit équivalent a un
triangle de base inférieure et de hauteur inféeiéuceux de T.

Dans les deux cas, il y a contradiction, et laeséypothése plausible est I'égalité des aires de
DetT.

Démonstration de la proposition 2: Le détail en est laborieux pour atteindre a telle
précision. Voyons-en le principe : il part d'un &gane circonscrit pour la borne supérieure et d'un
hexagone inscrit pour la borne inférieure. Danggakacas, il va partager I'angle 4 fois en deux
donc en 16 petits angles dans un angle de 60¢%;aetdise qu'il crée 2 polygones réguliers de 96
c6tés, l'un inscrit, l'autre circonscrit, dont d mesurer le c6té en le majorant dans le premgr ca
en le minorant dans le second.

Voici, a titre d'exemple, comment il passe du cftd'hexagone circonscrit a celui du dodéca-
gone, la méme démarche étant reprise trois fois tbeindre le 96-gone.

EZ _, _306
Cz ~ — 153
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EC EZ2-CZ2 [70227 _ 265
CZ

Ccz = =153 ~ 153

: - 306 265 .
Il tombe "par hasard" ( et sans nous dire pourdupart de 153) surjcs qui est une
approximation par fraction continue q/é a moins deliOOOOO! Dans la seconde partie, il partira

1351 . o .
de méme de78—0 qui est une autre approximation par fraction mmatde\/§ !

. . ZE ZH ZE+EC ZH+HC ZC
Comme EH est blssectrlceE—.C “AC et EC =T HC “AC
, ZE + EC EC 306 +265 571
Paréchange™ >~ =H{c 2~ 153 =153
. EC2+CH2 5712+ 153 349450
Enfin par Pythagore - > =

HC2 - 152 ~ 153

1
en 9%
Et en prenant les racinegy > 753

. : , EZ . . EH
Voici un apercu qui suffira au courage de la plupapartant deC_Z il atteint 5 et

recommence 3 fois cette démarche pour atteindneagaration de% et 4 fois pour sa minoration

0
de %

Démonstration de la proposition 3: elle nécéssite une certaine connaissance darkles
qui est une courbe engendrée par un point se @géplag mouvement uniforme sur une demi-droite

tournant d'un mouvement uniforme autour de sonrai@voir " Le Trésor d'Archimeéde " pages 22
- 23). Elle nécéssite un lemme :

PQ

Lemme : Un cercle étant donné, ainsi qu'une corde AB ségments MN et PQ, BN >

BH . . . .
HO alors il est possible de trouver un point C swdrioite AB tel que :
IC _ PQ

IB ~ MN
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(Démonstration faite par Archimede mais non donoi€e
Retour a la spirale: Supposons que AZ soit plus grand que la cirgenfge. Il est possible
de trouver un point L tel que AL soit compris eraeirconférence et AZ. Mais alors par le lemme,

on peut trouver N sur la tangente tel que :
NI OA NI 1A NI 1A

IA = OL oUba “ oL oug) = oL

Mais IA est inférieur a I'arc 1A et OL est supérni@ua circonférence C. Donc :
arc IA >M C + arc Al >ON
C ol et C ol
Mais le rapport des arcs de cercles est aussi deturayons de spirale et si X est le point de

. +arc Al OX
rencontre de la spirale avec Ou‘\?. C =0l

L'inégalité se traduit par : OX > ON Ce qui esitradictoire !

Méme chose si on suppose OZ < donc la seule hypothese possible est :
Oz =C

Démonstration difficile, mais efficace !
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Conclusion

Il faut attendre la Renaissance pour de nouveaugla@ements significatifs ; en ce temps-
la, la géométrie s'est ouverte sous l'influencep@stres du Quattrocento qui se sont passionnés
pour la perspective. La géométrie n'est plus I&es objets et de leur mesure, mais devient celle
de l'espace et de ses représentations. Dans le e#nps, si l'infiniment grand est important,
I'infiment petit I'est autant : Stévin découvre tesnbres décimaux, et on se met a écrire des séries
infinies qui entre autres produiront des décimales, et aussi ce hom dont nous ne pouvons
nous passer. Le XIXieme siecle créera les nomlgrels,rles classera en catégories et offrira enfin
une solution au probleme, définitivemetitmpossibilité de la quadrature du cercle

Bernard BETTINELLI
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