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Besançon, Janvier 2008
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Généralisation aux cubiques
Courbes elliptiques
Formule algébrique
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Introduction Bref historique

Contents

1 Introduction
Bref historique
Exemples
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αx3 + βx2y + γxy 2 + δy 3+ax2 + bxy + cy 2 + dx + ey + f = 0

Courbes elliptiques : cubiques sans points singuliers

19ème siècle : Abel, Gauss, Jacobi, Legendre...

1920 : Mordell

1970-1995 : Helgouarch, Ribet, Taylor/Wiles : preuve du
théorème de Fermat

Une référence : Elliptic curves, H. McKean & V. Moll, Cambridge
University Press (1997).
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Introduction Exemples

x3 + y 3 − 6xy = 0

1 2 3−1−2−3

1

2

3

−1

−2

−3

b
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Algèbre/géométrie Autour du théorème de Pascal

Interprétation du théorème de Pascal :
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◮ Élément neutre : il existe e ∈ G tel que e ∗ g = g ∗ e = g pour

tout g ∈ G .
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◮ (Z, +), (R, +)
◮ (R∗,×)
◮ (Z \ {0},×) n’est pas un groupe.
◮ Bij(E ) = {bijections E → E }, muni de la composition : groupe

non commutatif.

On va munir une ellipse, privée de son intersection avec une
droite, d’une structure de groupe, grâce au théorème de
Pascal.
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E

∆

b

O

b
P

b

Q

b

bP+Q
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E

∆

b

O

b
P

b

Q

b

bP+Q

b
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Élément neutre : en effet, O + P = P (voir dessin)

Symétrique : voir dessin
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E

∆

b

O

b

b

b

P

R

Q

b

bP+Q

b

b

Q+R

A= B=

C=

A’=
B’=

C’=

b
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Algèbre/géométrie Autour du théorème de Pascal
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Algèbre/géométrie Autour du théorème de Pascal

E

∆

b

O

b

b

b

P

R

Q

b

bP+Q

b

b

Q+R

A= B=

C=

A’=
B’=

C’=

b

b
(P+Q)+R

=P+(Q+R)
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Algèbre/géométrie Autour du théorème de Pascal

Théorème. E \ ∆, muni de la loi +, est un groupe

commutatif ! L’élément neutre est O.

Pour montrer ce résultat, on a utilisé la réunion E ∪ ∆ de la courbe
et de la droite :
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Algèbre/géométrie Autour du théorème de Pascal

Théorème. E \ ∆, muni de la loi +, est un groupe

commutatif ! L’élément neutre est O.

Pour montrer ce résultat, on a utilisé la réunion E ∪ ∆ de la courbe
et de la droite :

E = {(x , y) ∈ R2 | P2(x , y) = 0}

∆ = {(x , y) ∈ R2 | P1(x , y) = 0}

où Pi est un polynôme de degré total i .
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Algèbre/géométrie Autour du théorème de Pascal

Théorème. E \ ∆, muni de la loi +, est un groupe

commutatif ! L’élément neutre est O.

Pour montrer ce résultat, on a utilisé la réunion E ∪ ∆ de la courbe
et de la droite :

E = {(x , y) ∈ R2 | P2(x , y) = 0}

∆ = {(x , y) ∈ R2 | P1(x , y) = 0}

où Pi est un polynôme de degré total i . Donc

E ∪ ∆ = {(x , y) ∈ R2 | P1(x , y)P2(x , y) = 0}.

C’est une cubique !
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Algèbre/géométrie Autour du théorème de Pascal

Théorème. E \ ∆, muni de la loi +, est un groupe

commutatif ! L’élément neutre est O.

Pour montrer ce résultat, on a utilisé la réunion E ∪ ∆ de la courbe
et de la droite :

E = {(x , y) ∈ R2 | P2(x , y) = 0}

∆ = {(x , y) ∈ R2 | P1(x , y) = 0}

où Pi est un polynôme de degré total i . Donc

E ∪ ∆ = {(x , y) ∈ R2 | P1(x , y)P2(x , y) = 0}.

C’est une cubique ! On a aussi utilisé son point à l’infini...
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Algèbre/géométrie Généralisation aux cubiques
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Algèbre/géométrie Généralisation aux cubiques

Soit C une cubique irréductible non dégénérée.
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Algèbre/géométrie Généralisation aux cubiques

Soit C une cubique irréductible non dégénérée. Rajoutons-lui
les points à l’infini,
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Algèbre/géométrie Généralisation aux cubiques

Soit C une cubique irréductible non dégénérée. Rajoutons-lui
les points à l’infini, enlevons-lui les points singuliers.
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Algèbre/géométrie Généralisation aux cubiques

Soit C une cubique irréductible non dégénérée. Rajoutons-lui
les points à l’infini, enlevons-lui les points singuliers. On obtient
C. Fixons O ∈ C.
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Algèbre/géométrie Généralisation aux cubiques

Soit C une cubique irréductible non dégénérée. Rajoutons-lui
les points à l’infini, enlevons-lui les points singuliers. On obtient
C. Fixons O ∈ C.

Si P , Q ∈ C, soit X le troisième point d’intersection de
(PQ) ∩ C.
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Algèbre/géométrie Généralisation aux cubiques

Soit C une cubique irréductible non dégénérée. Rajoutons-lui
les points à l’infini, enlevons-lui les points singuliers. On obtient
C. Fixons O ∈ C.

Si P , Q ∈ C, soit X le troisième point d’intersection de
(PQ) ∩ C. On note P + Q le troisième point d’intersection de
(OX ) ∩ C.
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Algèbre/géométrie Généralisation aux cubiques

Soit C une cubique irréductible non dégénérée. Rajoutons-lui
les points à l’infini, enlevons-lui les points singuliers. On obtient
C. Fixons O ∈ C.

Si P , Q ∈ C, soit X le troisième point d’intersection de
(PQ) ∩ C. On note P + Q le troisième point d’intersection de
(OX ) ∩ C.

Théorème. (C,+) est un groupe commutatif. L’élément neutre

est O.
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Courbes elliptiques :
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Courbes elliptiques :

Dorénavant,
C = {(x , y) ∈ R2 | y 2 = F (x)}

où F (x) = x3 + px + q, p, q ∈ R.
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Courbes elliptiques :

Dorénavant,
C = {(x , y) ∈ R2 | y 2 = F (x)}

où F (x) = x3 + px + q, p, q ∈ R.

On a donc y = ±
√

F (x) et,
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Courbes elliptiques :

Dorénavant,
C = {(x , y) ∈ R2 | y 2 = F (x)}

où F (x) = x3 + px + q, p, q ∈ R.

On a donc y = ±
√

F (x) et, lorsque x → +∞, on a y ∼ ±x3/2.

?
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Courbes elliptiques :

Dorénavant,
C = {(x , y) ∈ R2 | y 2 = F (x)}

où F (x) = x3 + px + q, p, q ∈ R.

On a donc y = ±
√

F (x) et, lorsque x → +∞, on a y ∼ ±x3/2.

?

O

C = C ∪ {O}.
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Courbes elliptiques :

Dorénavant,
C = {(x , y) ∈ R2 | y 2 = F (x)}

où F (x) = x3 + px + q, p, q ∈ R.

On a donc y = ±
√

F (x) et, lorsque x → +∞, on a y ∼ ±x3/2.

?

O

C = C ∪ {O}.

Remarque - à transformation projective près, toute cubique est de
cette forme...
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

À quoi ressemble C ?
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

À quoi ressemble C ?

y2
= x3
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

À quoi ressemble C ?

y2
= x3 y2

= x3
−

x

2
+

1

2
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

À quoi ressemble C ?

y2
= x3 y2

= x3
−

x

2
+

1

2
y2

= x3
−

3x

4
+

1

4
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À quoi ressemble C ?
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= x3 y2
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−

x
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−
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− x
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

À quoi ressemble C ?

y2
= x3 y2

= x3
−

x

2
+

1

2
y2

= x3
−

3x

4
+

1

4
y2

= x3
− x

y = x3
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

À quoi ressemble C ?

y2
= x3 y2

= x3
−

x
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2
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−

3x

4
+
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4
y2

= x3
− x

y = x3 y = x3
−

x

2
+

1

2
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−
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

À quoi ressemble C ?

y2
= x3 y2

= x3
−

x

2
+

1

2
y2

= x3
−

3x

4
+

1

4
y2

= x3
− x

y = x3 y = x3
−

x

2
+

1

2
y = x3

−
3x

4
+

1

4
y = x3

− x
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Lissité :

C est lisse (i.e. n’a pas de points singuliers)
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Lissité :

C est lisse (i.e. n’a pas de points singuliers)

⇐⇒ F (x) n’a pas de racine double (ou triple...)
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Lissité :

C est lisse (i.e. n’a pas de points singuliers)

⇐⇒ F (x) n’a pas de racine double (ou triple...)

⇐⇒ 4p3 + 27q2 6= 0.
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Lissité :

C est lisse (i.e. n’a pas de points singuliers)

⇐⇒ F (x) n’a pas de racine double (ou triple...)

⇐⇒ 4p3 + 27q2 6= 0.

Dorénavant, on suppose que 4p3 + 27q2 6= 0
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Lissité :

C est lisse (i.e. n’a pas de points singuliers)

⇐⇒ F (x) n’a pas de racine double (ou triple...)

⇐⇒ 4p3 + 27q2 6= 0.

Dorénavant, on suppose que 4p3 + 27q2 6= 0

C est donc une courbe elliptique.
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Lissité :

C est lisse (i.e. n’a pas de points singuliers)

⇐⇒ F (x) n’a pas de racine double (ou triple...)

⇐⇒ 4p3 + 27q2 6= 0.

Dorénavant, on suppose que 4p3 + 27q2 6= 0

C est donc une courbe elliptique.

On la munit de la structure de groupe + telle que le point à
l’infini O est l’élément neutre.
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

y2
= x3 y2

= x3
−

x

2
+

1

2
y2

= x3
−

3x

4
+

1

4
y2

= x3
− x
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

y2
= x3

−
x

2
+

1

2
y2

= x3
− x
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Addition :

y 2 = x3 − 4x
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Addition :

y 2 = x3 − 4x
O
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Addition :

y 2 = x3 − 4x
O

b

bP

Q
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Addition :

y 2 = x3 − 4x
O
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Addition :

y 2 = x3 − 4x
O
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bP

Q
b
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Addition :

y 2 = x3 − 4x
O
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bP
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Algèbre/géométrie Courbes elliptiques

Addition :

y 2 = x3 − 4x
O

b

bP

Q
b

b
P+Q
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Algèbre/géométrie Formule algébrique
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Formule :
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Formule :

Si P = (xP , yP) et Q = (xQ , yQ), alors
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Formule :

Si P = (xP , yP) et Q = (xQ , yQ), alors

P+Q =
(

−xP − xQ +
(yQ − yP

xQ − xP

)2

︸ ︷︷ ︸
xP+Q

,
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Formule :

Si P = (xP , yP) et Q = (xQ , yQ), alors

P+Q =
(

−xP − xQ +
(yQ − yP

xQ − xP

)2

︸ ︷︷ ︸
xP+Q

,
yQ(xP − xP+Q) + yP(xP+Q − xQ)

xQ − xP

)
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Formule :

Si P = (xP , yP) et Q = (xQ , yQ), alors

P+Q =
(

−xP − xQ +
(yQ − yP

xQ − xP

)2

︸ ︷︷ ︸
xP+Q

,
yQ(xP − xP+Q) + yP(xP+Q − xQ)

xQ − xP

)

P + P = 2P =
(

−2xP +
(3x2

P + p

2yP

)2

︸ ︷︷ ︸
x2P

,
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Formule :

Si P = (xP , yP) et Q = (xQ , yQ), alors

P+Q =
(

−xP − xQ +
(yQ − yP

xQ − xP

)2

︸ ︷︷ ︸
xP+Q

,
yQ(xP − xP+Q) + yP(xP+Q − xQ)

xQ − xP

)

P + P = 2P =
(

−2xP +
(3x2

P + p

2yP

)2

︸ ︷︷ ︸
x2P

, − yP −
(x2P − xP)(3x2

P + p)

2yP

)
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Formule :

Si P = (xP , yP) et Q = (xQ , yQ), alors

P+Q =
(

−xP − xQ +
(yQ − yP

xQ − xP

)2

︸ ︷︷ ︸
xP+Q

,
yQ(xP − xP+Q) + yP(xP+Q − xQ)

xQ − xP

)

P + P = 2P =
(

−2xP +
(3x2

P + p

2yP

)2

︸ ︷︷ ︸
x2P

, − yP −
(x2P − xP)(3x2

P + p)

2yP

)

Conséquences : On peut travailler sur n’importe quel corps (par
exemple, Q, R, C,
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Formule :

Si P = (xP , yP) et Q = (xQ , yQ), alors

P+Q =
(

−xP − xQ +
(yQ − yP

xQ − xP

)2

︸ ︷︷ ︸
xP+Q

,
yQ(xP − xP+Q) + yP(xP+Q − xQ)

xQ − xP

)

P + P = 2P =
(

−2xP +
(3x2

P + p

2yP

)2

︸ ︷︷ ︸
x2P

, − yP −
(x2P − xP)(3x2

P + p)

2yP

)

Conséquences : On peut travailler sur n’importe quel corps (par
exemple, Q, R, C, Z/ℓZ...)
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Formule :

Si P = (xP , yP) et Q = (xQ , yQ), alors

P+Q =
(

−xP − xQ +
(yQ − yP

xQ − xP

)2

︸ ︷︷ ︸
xP+Q

,
yQ(xP − xP+Q) + yP(xP+Q − xQ)

xQ − xP

)

P + P = 2P =
(

−2xP +
(3x2

P + p

2yP

)2

︸ ︷︷ ︸
x2P

, − yP −
(x2P − xP)(3x2

P + p)

2yP

)

Conséquences : On peut travailler sur n’importe quel corps (par
exemple, Q, R, C, Z/ℓZ...). Il suffit de prendre p et q dans ce corps.
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Multiples d’un point :
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Multiples d’un point :

y 2 = x3 − 3x + 3

b

P=(1,1)
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Multiples d’un point :

y 2 = x3 − 3x + 3

b

P=(1,1)
b

b
2P=(-2,-1)
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Multiples d’un point :

y 2 = x3 − 3x + 3

b

P=(1,1)
b

b
2P=(-2,-1)

b

b 3P=(13/9,-35/27)
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Multiples d’un point :

y 2 = x3 − 3x + 3

b

P=(1,1)
b

b
2P=(-2,-1)

b

b 3P=(13/9,-35/27)
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Multiples d’un point :

y 2 = x3 − 3x + 3

b

P=(1,1)
b

b
2P=(-2,-1)

b

b 3P=(13/9,-35/27)

4P=(97/4,953/8)
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Torsion :
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Torsion :

Définition. Un point P est dit de torsion s’il existe un entier naturel
non nul m tel que mP = O.
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Définition. Un point P est dit de torsion s’il existe un entier naturel
non nul m tel que mP = O.

2P = O ⇐⇒ la tangente à C en P est verticale
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Algèbre/géométrie Formule algébrique

Torsion :

Définition. Un point P est dit de torsion s’il existe un entier naturel
non nul m tel que mP = O.

2P = O ⇐⇒ la tangente à C en P est verticale

3P = O ⇐⇒ P est un point d’inflexion...
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Analyse, calcul intégral Théorème de Gauss
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Analyse, calcul intégral Théorème de Gauss

Longueur de l’arc d’ellipse :
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Analyse, calcul intégral Théorème de Gauss

Longueur de l’arc d’ellipse :

a > b > 0, E = {(x , y) ∈ R2 |
x2

a2
+

y 2

b2
= 1}
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Analyse, calcul intégral Théorème de Gauss

Longueur de l’arc d’ellipse :

a > b > 0, E = {(x , y) ∈ R2 |
x2

a2
+

y 2

b2
= 1}

La longueur de l’ellipse est 4L(a, b), où

L(a, b) =

∫π/2

0

√

a2 cos2 θ + b2 sin2 θdθ.
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Analyse, calcul intégral Théorème de Gauss

Longueur de l’arc d’ellipse :

a > b > 0, E = {(x , y) ∈ R2 |
x2

a2
+

y 2

b2
= 1}

La longueur de l’ellipse est 4L(a, b), où

L(a, b) =

∫π/2

0

√

a2 cos2 θ + b2 sin2 θdθ.

On pose G (a, b) =

∫π/2

0

1
√

a2 cos2 θ + b2 sin2 θ
dθ.
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Analyse, calcul intégral Théorème de Gauss

Longueur de l’arc d’ellipse :

a > b > 0, E = {(x , y) ∈ R2 |
x2

a2
+

y 2

b2
= 1}

La longueur de l’ellipse est 4L(a, b), où

L(a, b) =

∫π/2

0

√

a2 cos2 θ + b2 sin2 θdθ.

On pose G (a, b) =

∫π/2

0

1
√

a2 cos2 θ + b2 sin2 θ
dθ.

Si a = b, alors L(a, b) =
aπ

2
et G (a, b) =

π

2a
.
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Analyse, calcul intégral Théorème de Gauss

Gauss :
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Analyse, calcul intégral Théorème de Gauss

Gauss :

Si a1 =
a + b

2
et b1 =

√
ab, alors G (a, b) = G (a1, b1) (!!!)
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Analyse, calcul intégral Théorème de Gauss

Gauss :

Si a1 =
a + b

2
et b1 =

√
ab, alors G (a, b) = G (a1, b1) (!!!)

Preuve “facile” : θ = Arcsin

( 2a sin α

a + b + (a − b) sin2 α

)
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Analyse, calcul intégral Théorème de Gauss

Gauss :

Si a1 =
a + b

2
et b1 =

√
ab, alors G (a, b) = G (a1, b1) (!!!)

Preuve “facile” : θ = Arcsin

( 2a sin α
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)

· · ·
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Analyse, calcul intégral Théorème de Gauss

Gauss :

Si a1 =
a + b

2
et b1 =

√
ab, alors G (a, b) = G (a1, b1) (!!!)

Preuve “facile” : θ = Arcsin

( 2a sin α

a + b + (a − b) sin2 α

)

· · ·

Donc, si on pose an+1 =
an + bn

2
et bn+1 =

√
anbn, alors les suites

(an)n > 0 et (bn)n > 0 sont adjacentes et convergent vers M(a, b)

(moyenne arithmético-géométrique).
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Analyse, calcul intégral Théorème de Gauss

Gauss :

Si a1 =
a + b

2
et b1 =

√
ab, alors G (a, b) = G (a1, b1) (!!!)

Preuve “facile” : θ = Arcsin

( 2a sin α

a + b + (a − b) sin2 α

)

· · ·

Donc, si on pose an+1 =
an + bn

2
et bn+1 =

√
anbn, alors les suites

(an)n > 0 et (bn)n > 0 sont adjacentes et convergent vers M(a, b)

(moyenne arithmético-géométrique). Par passage à la limite,

G (a, b) = G (a1, b1) = G (a2, b2) = · · · = G (M(a, b), M(a, b))

=
π

2M(a, b)
.
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Analyse, calcul intégral Interprétation
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Généralisation aux cubiques
Courbes elliptiques
Formule algébrique
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Les courbes elliptiques dans tout ça ?
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Les courbes elliptiques dans tout ça ?

Posons, pour 0 6 k < 1,

E (k) =

∫ 1

0

√

1 − k2t2

1 − t2
dt,
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Les courbes elliptiques dans tout ça ?

Posons, pour 0 6 k < 1,

E (k) =

∫ 1

0

√

1 − k2t2

1 − t2
dt,

K (k) =

∫ 1

0

1
√

(1 − k2t2)(1 − t2)
dt,
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Les courbes elliptiques dans tout ça ?

Posons, pour 0 6 k < 1,

E (k) =

∫ 1

0

√

1 − k2t2

1 − t2
dt,

K (k) =

∫ 1

0

1
√

(1 − k2t2)(1 − t2)
dt,

Alors, si k2 = 1 −
b2

a2
, le changement de variable t = sin θ donne

L(a, b) = aE (k)
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Les courbes elliptiques dans tout ça ?

Posons, pour 0 6 k < 1,

E (k) =

∫ 1

0

√

1 − k2t2

1 − t2
dt,

K (k) =

∫ 1

0

1
√

(1 − k2t2)(1 − t2)
dt,

Alors, si k2 = 1 −
b2

a2
, le changement de variable t = sin θ donne

L(a, b) = aE (k)

G (a, b) =
K (k)

a
.
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Analyse, calcul intégral Interprétation

∂K

∂k
=

E (k) − K (k)

k
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Analyse, calcul intégral Interprétation

∂K

∂k
=

E (k) − K (k)

k
Le résultat de Gauss sur la moyenne arithmético-géométrique
s’interprète par l’égalité

K (k∗) =
(1 +

√
1 − k2)

2
K (k),

où k∗ =
1 −

√
1 − k2

1 +
√

1 − k2
.
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Et les courbes elliptiques dans tout ça ???
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Et les courbes elliptiques dans tout ça ???

Choisissons e1 > e2 > e3 tels que k2 =
e2 − e3

e1 − e3
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Et les courbes elliptiques dans tout ça ???

Choisissons e1 > e2 > e3 tels que k2 =
e2 − e3

e1 − e3

et effectuons le

changement de variable x = e3 +
e1 − e3

t2
dans

K (k) =

∫ 1

0

1
√

(1 − k2t2)(1 − t2)
dt.
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Et les courbes elliptiques dans tout ça ???

Choisissons e1 > e2 > e3 tels que k2 =
e2 − e3

e1 − e3

et effectuons le

changement de variable x = e3 +
e1 − e3

t2
dans

K (k) =

∫ 1

0

1
√

(1 − k2t2)(1 − t2)
dt.

On obtient

K (k) =

∫
+∞

e1

dx
√

(x − e1)(x − e2)(x − e3)
.
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Rappel : k2 =
e2 − e3

e1 − e3

et

K (k) =

∫
+∞

e1

dx
√

(x − e1)(x − e2)(x − e3)
.
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Rappel : k2 =
e2 − e3

e1 − e3

et

K (k) =

∫
+∞

e1

dx
√

(x − e1)(x − e2)(x − e3)
.

Posons

e∗

1 = e1 + 2
√

(e1 − e2)(e1 − e3)

e∗

2 = e1 − 2
√

(e1 − e2)(e1 − e3)

e∗

3 = −2e1
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Rappel : k2 =
e2 − e3

e1 − e3

et

K (k) =

∫
+∞

e1

dx
√

(x − e1)(x − e2)(x − e3)
.

Posons

e∗

1 = e1 + 2
√

(e1 − e2)(e1 − e3)

e∗

2 = e1 − 2
√

(e1 − e2)(e1 − e3)

e∗

3 = −2e1

Alors
e∗

2 − e∗

3

e∗

1 − e∗

3

= · · · = (k∗)2 =
(1 −

√
1 − k2

1 +
√

1 − k2

)2

.
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Le résultat de Gauss se traduit donc par

∫
+∞

e∗1

dx
√

(x − e∗

1)(x − e∗

2)(x − e∗

3)
=

1 +
√

1 − k2

2

∫
+∞

e1

dx
√

(x − e1)(x − e2)(x − e3)
.
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Le résultat de Gauss se traduit donc par

∫
+∞

e∗1

dx
√

(x − e∗

1)(x − e∗

2)(x − e∗

3)
=

1 +
√

1 − k2

2

∫
+∞

e1

dx
√

(x − e1)(x − e2)(x − e3)
.

Et au niveau des courbes elliptiques ??????????????
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Analyse, calcul intégral Interprétation

Le résultat de Gauss se traduit donc par

∫
+∞

e∗1

dx
√

(x − e∗

1)(x − e∗

2)(x − e∗

3)
=

1 +
√

1 − k2

2

∫
+∞

e1

dx
√

(x − e1)(x − e2)(x − e3)
.

Et au niveau des courbes elliptiques ??????????????
Il y a un lien entre

C = {(x , y) ∈ R2 | y 2 = (x − e1)(x − e2)(x − e3)}

et C
∗

= {(x , y) ∈ R2 | y 2 = (x − e∗

1)(x − e∗

2)(x − e∗

3)}
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Analyse, calcul intégral Interprétation

C = {(x , y) ∈ R2 | y 2 = (x − e1)(x − e2)(x − e3)}

et C
∗

= {(x , y) ∈ R2 | y 2 = (x − e∗

1)(x − e∗

2)(x − e∗

3)}
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Analyse, calcul intégral Interprétation

C = {(x , y) ∈ R2 | y 2 = (x − e1)(x − e2)(x − e3)}

et C
∗

= {(x , y) ∈ R2 | y 2 = (x − e∗

1)(x − e∗

2)(x − e∗

3)}

Posons, dans C, (x , y) + (e1, 0) = (f (x , y), g(x , y)).
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Analyse, calcul intégral Interprétation

C = {(x , y) ∈ R2 | y 2 = (x − e1)(x − e2)(x − e3)}

et C
∗

= {(x , y) ∈ R2 | y 2 = (x − e∗

1)(x − e∗

2)(x − e∗

3)}

Posons, dans C, (x , y) + (e1, 0) = (f (x , y), g(x , y)). Alors
l’application

ϕ : C −→ C
∗

(x , y) 7−→ (x + f (x , y), y + g(x , y))

est bien définie et vérifie
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Analyse, calcul intégral Interprétation

C = {(x , y) ∈ R2 | y 2 = (x − e1)(x − e2)(x − e3)}

et C
∗

= {(x , y) ∈ R2 | y 2 = (x − e∗

1)(x − e∗

2)(x − e∗

3)}

Posons, dans C, (x , y) + (e1, 0) = (f (x , y), g(x , y)). Alors
l’application

ϕ : C −→ C
∗

(x , y) 7−→ (x + f (x , y), y + g(x , y))

est bien définie et vérifie

ϕ(P + Q) = ϕ(P) + ϕ(Q).
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Théorie des nombres Corps des rationnels

Théorie des nombres :
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Théorie des nombres Corps des rationnels

Théorie des nombres :

On suppose ici p, q ∈ Q.
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Théorie des nombres Corps des rationnels

Théorie des nombres :

On suppose ici p, q ∈ Q.
Alors C(Q) = {(x , y) ∈ Q2 | y 2 = x3 + px + q} ∪ {O} est un
sous-groupe de C(R).
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Théorie des nombres Corps des rationnels

Théorie des nombres :

On suppose ici p, q ∈ Q.
Alors C(Q) = {(x , y) ∈ Q2 | y 2 = x3 + px + q} ∪ {O} est un
sous-groupe de C(R).

Théorème (Mordell, 1922). C(Q) est de type fini. En

particulier, C(Q)torsion est fini.
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Théorie des nombres Corps des rationnels

Théorie des nombres :

On suppose ici p, q ∈ Q.
Alors C(Q) = {(x , y) ∈ Q2 | y 2 = x3 + px + q} ∪ {O} est un
sous-groupe de C(R).

Théorème (Mordell, 1922). C(Q) est de type fini. En

particulier, C(Q)torsion est fini.

En d’autres termes, il existe P1,. . . , Pr ∈ C(Q) tels que

C(Q) = {m1P1 + · · ·mrPr | m1, . . . ,mr ∈ Z}.

On dit que P1,. . . , Pr engendrent C(Q).
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Théorie des nombres Corps des rationnels

Théorie des nombres :

On suppose ici p, q ∈ Q.
Alors C(Q) = {(x , y) ∈ Q2 | y 2 = x3 + px + q} ∪ {O} est un
sous-groupe de C(R).

Théorème (Mordell, 1922). C(Q) est de type fini. En

particulier, C(Q)torsion est fini.

En d’autres termes, il existe P1,. . . , Pr ∈ C(Q) tels que

C(Q) = {m1P1 + · · ·mrPr | m1, . . . ,mr ∈ Z}.

On dit que P1,. . . , Pr engendrent C(Q).
On appelle rang de C(Q) le nombre minimal de points qui, avec les
points de torsion, “engendrent” C(Q).
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Théorie des nombres Corps des rationnels

Conjecture : Il existe des courbes elliptiques de rang aussi

grand que l’on veut.
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Théorie des nombres Corps des rationnels

Conjecture : Il existe des courbes elliptiques de rang aussi

grand que l’on veut.
Record du monde (Elkies, 2006) : rang > 28
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Théorie des nombres Corps des rationnels

Conjecture : Il existe des courbes elliptiques de rang aussi

grand que l’on veut.
Record du monde (Elkies, 2006) : rang > 28

y2 + xy + y = x3 − x2

−20067762415575526585033208209338542750930230312178956502 x
+34481611795030556467032985690390720374855944359319180361266008296291939448732243429

P1 = (−2124150091254381073292137463,

259854492051899599030515511070780628911531)

P2 = (2334509866034701756884754537,

18872004195494469180868316552803627931531)

· · ·
P28 = (2230868289773576023778678737,

28558760030597485663387020600768640028531)
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Théorie des nombres Corps finis

p, q ∈ Z, ℓ nombre premier
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Théorie des nombres Corps finis

p, q ∈ Z, ℓ nombre premier

C(Z/ℓZ) = {(x , y) ∈ Z/ℓZ | y 2 = x3 + px + q} ∪ {O}.
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Théorie des nombres Corps finis

p, q ∈ Z, ℓ nombre premier

C(Z/ℓZ) = {(x , y) ∈ Z/ℓZ | y 2 = x3 + px + q} ∪ {O}.

On pose Nℓ = |C(Z/ℓZ)|.

Théorème (Hasse). |Nℓ − (ℓ + 1)| 6 2
√

ℓ.
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Théorie des nombres Corps finis

p, q ∈ Z, ℓ nombre premier

C(Z/ℓZ) = {(x , y) ∈ Z/ℓZ | y 2 = x3 + px + q} ∪ {O}.

On pose Nℓ = |C(Z/ℓZ)|.

Théorème (Hasse). |Nℓ − (ℓ + 1)| 6 2
√

ℓ.

Exemple : y 2 = x3 − 3x + 3

ℓ 2 3 5 7 11 13 · · · 129 · · · 1361

Nℓ − ℓ − 1 −1 −1 0 −3 3 1 −13 55
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Théorie des nombres Corps des rationnels/corps finis

Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer :
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Théorie des nombres Corps des rationnels/corps finis

Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer :

Il y a un lien entre la suite (Nℓ)ℓ premier et le rang de C(Q).
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Théorie des nombres Corps des rationnels/corps finis

Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer :

Il y a un lien entre la suite (Nℓ)ℓ premier et le rang de C(Q).

Le lien est très délicat (utilise de l’analyse complexe).
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