Pythagore en Chine
Karine Chemla
REHSEIS
CNRS & U. Paris 7
1. Qu’est-ce qu’une figure ?
1.1 Zhao Shuang et I'édition des figures
1.2Le Gnomon des Zhou
1.3Les neuf chapitrest Liu Hui
2. Racine carrée et équation quadratique
2.1 L’algorithme d’extraction de racine
2.2 Zhao Shuang et le probléme 9.19
3. L'approche des valeurs numériques

3.1 Triplets de®euf chapitres
3.2 9.13 —La représentation numeérique des tepgthagoriciens

SOURCES
DYNASTIE HAN 206 avant I'ere commune - 20 apres

(Zhoub) Le Gnomon des Zhodlexte astronomico-mathématique (essentiellemimtgie rectangle)
1*" siécle avant ou aprés notre ére

(Jiuzhang suanshes neuf chapitres sur les procédures mathématiques
1*" siécle avant ou aprés notre ére. Le chapitre & goir le triangle rectangle ?

Classiques objets de commentaires —ceux qui ont sdrcu
Zhao Shuang3’ siécle), Zhen Luan {&iécle) sut.e Gnomon des Zhou
Liu Hui (263) sui_es neuf chapitres sur les procédures mathématiques
DYNASTIE TANG 618 - 907

En 656, Li Chunfeng et alii rassemblent et comnmnte
(Suanjing shishuLes dix classiques de mathématiqumsnombre desquels

Le Gnomon des Zhavec les commentaires dont Zhao Shuang - 3e siecle
Les neuf chapitres sur les procedures mathématigues le commentaire par Liu Hui - 3e siecle

ET d’autres textes devenus “Classiques”, reprelesnmnémes themes
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1. Qu’est-ce qu'une figure ?
1.1 Zhao Shuang et I'édition des figures
« Figures de la basgdu) et de la hauteug(l), du carré et du cercle
[Figure 9.A]

&

V N | )N
SN AN >\\
AL PN
N Y
v

\1
y

AN

%

/]
%

/
\\

PN

| SR

pa

I&w
N/
Q4
| N/

B ) RN

Traduction des légendes de haut en bas, de drgaache :

« Figure de I'hypoténuse »
« Le carré ghi) de I'hypotenuse, 25, est vermillon et jaune.iberé de I'hypoténuse.//La base
vaut 3.//Aire 6hi) centrale jaune.//(horizontalement) La base valAie (shi) vermillon//(en
oblique) L’hypoténuse vaut 5.//Les aires vermill@ient 6. L’aire jaune vaut 1.//
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Edition de Bao Huanzhi, 1213
[Figure 9.B.1]
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« Figure de droite»
“Le carré de la base, 9, est bleu-vert.//Le gnochocarré de la hauteur//Le carré de la base//est
aussi appelé I'angle de la hauteur comme gnomoigfibenon du carré de la hauteur, 16, est
jaune.”
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Edition de Bao Huanzhi, 1213
[Figure 9.B.2]
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« figure de gauche »
“Le carré de la hauteur, 16, est jaune.//Le gnothonarré de la base//Le carré de la hauteur//est
aussi I'angle de la base comme gnomon.//Le gnoraaradé de la base, 9, est bleu-vert.”

K. Chemla. IREM. Besancon. Pythagore en Chine. p. 4



[Figure 9.C.1] & [Figure 9.C.2]
Reconstitution des figure de gauche et figure dgelpar Li Jimin
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« Figures de la basgdu) et de la hauteug() [ou : du triangle rectangle], du carré et du keerc
“Base @ou) et hauteurdu) étant chacune multipliée par elle-méme, somhestix-ci (les
résultats) fait le carréki) de I'hypoténuse. “On divise ceci par extracti@nlaracine carrée, ce
qui donne I'hypoténuse.” Sur la base de la figeréhd/poténuse, on peut en outre considérer la
multiplication I'une par I'autre de la basgo{)) et de la hauteug(l) comme 2 exemplaires d’aire
vermillon. En doublant ceci, cela fait 4 exemplgaidéaire vermillon. On prend la multiplication
par elle-méme de la différence entre basrijet hauteurqu) comme l'aire jaune centrale. En
ajoutant (au résultat précédent) un exemplaireaté e la différence, on engendre également le
carré de I'hypoténude

Si I'on soustrait le carré de la différence duéate I'hypoténuse et qu’on prend la moitié
de son resfequ’on prend la différence comme “diviseur rejditangfd” et qu’on divise par
extraction de la racine carrée, on obtient & noungei la basegou)®. En ajoutant la différence a
la basedou), cela donne la hautew\).

Chaque fois que I'on somme les carrés/aisbg (le la basegou) et de la hauteug(),
alors ils engendrent le carré de I'hypoténuse. &8s (les airea” etb?) forment un carré a
I'intérieur, soit elles forment un gnomon a I'exéén : les formes en sont différentes, mais les
mesuresliang) sont égales, les corps sont distincts, maisdésuys identiquey)).

! Je marque par des guillemets les formulationd’qunaetrouve a I'identique dans le texte désuf chapitresZhao
Shuang renvoie explicitement & un ouvrage intib@é neuf chapitres

2 Noter cet « également » et cet « en outre »nilgie & un algorithme alternatif, lui aussi fondé Is « figure de
I’hypoténuse ».

% Le contexte améne & comprendre que cette vatastitue le « dividende », i.e. : le terme constintéquation
quadratique dont I'opération suivante constitueetene erx —nommeé « diviseur rejoint » dans la terminologge d
I’époque.

* L'énoncé décrit I'équation 1/2{— (b-a)?) = (b-a)x + x°. Elle permet, connaissant I'hypoténuse et la tifiée
entre basegou) et hauteurdu) de déterminer les dimensions du triangle rectargl basa en est solution, ce que
Zhao Shuang décrit comme une « restitutiofup({/OIR fu « redonner »). En se reportant a la « figure de
I’lhypoténuse », I'aire du gnomon relatif a I'équetticorrespond au carré qui occupe un quart du géob&l, dont on
a 0té le quart de carré jaune central. Jusquégdassage s'interpréte donc relativement a la @renfigure
fondamentale. C’est a ce point du texte qu'il agre vers la seconde.
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Le gnomon du carré de la bagelshi zhi jiia pour largeur la différence entre
I'hypoténuse et la hauteugy) et pour longueur la somme entre I'’hypoténusa éaluteurdu),
et le carréghi) de la hauteurgl) forme un carré en son intérieur. Si I'on sousttaire/le carré
(shi) de la basegou) comme gnomonji§ gou zhi sHP du carré de I'hypoténuse, en extrayant la
racine de son reste, cela donne la hautgr (

On double la hauteug(), qui se trouve des deux cotés, ce qui fait lgisdiur rejoint®.

En extrayant la racine du « coin de la bageiJcomme gnomon », cela donne la différence
entre hypoténuse et hautegu)’. En ajoutant la hauteugy), cela donne I'hypoténuse.

En divisant le carré de la bagm() par la différence, on obtient la somme de la daut
(gu) et de I'hypoténuse. En divisant le carré de lselfgou) par la somme, on obtient également
la différence de la hauteuyy) et de I'’hypoténuse.

En effectuant la multiplication de la somme (dedaiteur gu) et de I'’hypoténuse) par
elle-méme, avec le carrghj) de la basegou), cela fait un dividendeshi), et si I'on prend le
double de la somme comme diviseur, ce qu’on ob&shégalement I'hypoténuse. En
soustrayant le carréli) de la basegou) de la multiplication de la somme (de la hautguy ét
de I'hypoténuse) par elle-méme, et en divisanig@diviseur, cela fait la hauteugu).

Le gnomon du carré de la hautegmsghi zhi j) a pour largeur la différence entre
I’hypoténuse et la basgdu) et pour longueur la somme entre I'hypoténusa bakedou), et le
carré ghi) de la basegou) forme un carré en son intérieur. Si I'on sousttaire/le carré de la
hauteur comme gnomoju(gu zhi shi du carré de I'hypoténuse, en extrayant la radeeon
reste, cela donne la bagm).

On double la basg@u), qui se trouve des deux cdtés, ce qui fait lgisdiur rejoint”. En
extrayant la racine du « coin de la hautgu) comme gnomon », cela donne la différence entre
hypoténuse et basgdu). En ajoutant la basgd@u), cela donne I'hypoténuse.

En divisant le carré de la hautegu) par la différence, on obtient la somme de la base
(gou) et de I'hypoténuse. En divisant le carré de latdwar gu) par la somme, on obtient
également la différence de la bagel) et de I'hypoténuse.

En effectuant la multiplication de la somme (dbdae ¢ou) et de I’hypoténuse) par elle-
méme, avec le carré de la hautgyu)( cela fait un dividende, et si I'on prend le dizube la
somme comme diviseur, ce qu'on obtient est égalefgmoténuse. En soustrayant le carré de
la hauteurdu) de la multiplication de la somme (de la bagelf et de I'hypoténuse) par elle-
méme, et en divisant par le diviseur, cela faiidae gou).

® Cette expression renvoie clairement, elle aussir@mon d’aire. Elle évoque la formulation que sur la « figure
de gauche » (voir fig. 9.B.2 et 9.C.1), Zhao Shudmgne pour identiqgue a « gnomon du carré de la fgasishi zhi
ju) » : le « coin/angle de la base comme gnomwadu zhi jiad ». On peut penser que la premiére expression
insiste sur la figure du gnomon en elle-méme taqdesla seconde I'envisage relativement a la sexigdre
fondamentale.

® Ce terme signale que le gnomon qui a pour aicare de la base sert ici de support a la lecturgechouvelle
équation quadratique.

" Le carré en coin du gnomon a pour coté la difféeeentre hypoténuse et hautegu)( Il constitue I'inconnue qui
sera racine de I'équation quadratique. Le coeffictiex est le double de la seconde dimension des rectaggle
avec le carré de coin, composent le gnomon, saille Ainsi, le gnomon d’aire? se décompose en deux
rectangles d'aire globaléb et un carré d'aire’. L'agencement des algorithmes et les figures foretaales
permettent de comprendre pourquoi les algorithroas@rrects. L'opération suivante en déduit I'hgpause.

® Ici commence un passage en tous points symétaiqueécédent.
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En multipliant I'une par I'autre les deux difféks, en doublant et en extrayant la racine
de ceci, ce qu’on obtient, en 'augmentant de fidince entre I'hypoténuse et la hautegu)
cela fait la basegpu); en 'augmentant de la différence entre I'hypoigmet la basgéu), cela
fait la hauteurdu), et en 'augmentant des deux différences, céldligpoténuse.

Si, en doublant le carré de I'hypoténuse et esoeistrayarf le carré de la différence
entre la hauteug()) et la basegou), il apparait le carré de la somthe’est que, en examinant
ceci a l'aide de la figure, le double du carré’Hgdoténuse remplit le grand carré extériéet il
y a en trop l'aire jaune. Cette aigh{) jaune qui est en trop, c’est le carséil de la difféerence
entre basegou) et hauteurdu). Si donc on soustrait de ceci le carré de la&dsffice et qu'on
extrait la racine de son reste, on obtient le dat§grand carré extérieur. Le coté du grand carre,
c’est la somme de la baggo() et de la hauteug().

Si on effectue la multiplication de la somme pég-mémé? et qu’on la soustrait alors du
double du carré de I'hypoténuse, qu’on extraitlgre de son reste, on obtient le coté du carré
jaune central. Le coté du carré jaune, c’est lgihce entre la basgdu) et de la hauteug().

En soustrayant la différence de la somme et eraptda moitié de ceci, cela fait la bagey).
En ajoutant la difference a la somme et en prelaambitié de ceci, cela fait la hauteguy.

Si le double de I'hypoténuse est pris comme réudmla largeur et de la longuélet si
I'on fait en sorte que celle de la bagey) ou de la hauteug(l) qui apparaitxjian) soit
multipliée par elle-méme pour faire I'aire corresgante (au rectangle que font longueur et
largeur), si quatre exemplaires de 'aire sont Baiis de ceci (i.e.: I'aire du carré de coté le
double de I'hypoténuse), en extrayant la racineatereste, ce qu’on obtient fait la différence (de
la largeur et de la longueur). En soustrayantffémince de la somme et en prenant la moitié de
son reste, cela fait la largeur. En soustrayalatrtgeur de I’hypoténuse, cela donne ce qu’on
cherchait®.

° A savoir : la différence entre hypoténuse et haugu), d’'un coté, entre hypoténuse et bagalj, de I'autre.

19| e commentaire se tourne de nouveau vers la preffigire fondamentale.

1 Zhao Shuang fait suivre son énoncé d’un renvaifiglre qui montre pas a pas le sens des opésation

12| s’agit du carré de cow+b dans la « figure de I'hypoténuse ».

13 7Zhao Shuang entame ici I'’énoncé de I'algorithmiefajt pendant au précédent.

14 Le texte propose ici une toute nouvelle lecturéadaremiére figure fondamentale, qui y retrouvissun angle
différent, les liens essentiels entre base, hawtehypoténuse, en les articulant aux relationseenb+a, b-a Cette
nouvelle lecture procede de la greffe de la secigdee fondamentale sur la premiére. La trameedtet consiste

en la résolution du probleme clef de déterminec@té de I'angle droit, lorsqu’on connait I'hypot&ewet I'autre
c6té. Deux éléments cruciaux commandent cettepirétation différente de la figure (voir figure 9.My'une part,
Zhao Shuang introduit une lecture du cété du caxtérieur comme le double de I’hypoténuse (noterxt).

D’autre part, il décompose l'aire de ce carré eatigurectangles et un carré. De |a, deux stratésraes
s’introduisent. D'un c6té, il désigne par « longuelet « largeur » (pour nobseta) les cotés du rectangle. De
l'autre, en relation avec son interprétation dwéadttérieur, il lit dans ce rectangle un gnomoachté a un triangle
rectangle de dimensiors B, G tel queb=C+B (resp.b=C+A) eta=C-B (resp.a=C-A). L'aire du gnomon vaut en
conséquencab=A?(resp.B?). Retrancher de I'aire du carré extérieur I'aies duatre rectangles donne I'aire du
carré central commé<{a)?, sur la base de la lecture de la premiére figomeldmentale. De |, on déduit facilement
la valeur dea, et partant, a suivre le texte, par I'opérat®a, on détermind (resp.A). Notons que l'aire du
gnomon n’est pas interprétée comAfdresp.B?). Autrement, on obtiendrait immédiatemerB#(resp. 4A%

comme interprétation de I'aire centrale, et d8r(cesp.A).

15 Le commentaire de Li Chunfeng & ce passage du emtaine auGnomon des Zhoest conforme a I'interprétation
proposeée, et il la développe sur I'exemple duetiplythagoricien (3, 4, 5). Cela I'améne a congdéne figure
fondamentale de c6téC2soit 10. Il est intéressant de noter, une foislds, pe travail récurrent consistant a tirer de
la figure fondamentale de nouvelles lectures.
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On observe comment, par alternance I'un avec Eadiircompas (cercle) et de I'équerre
(rectangle}®, (ces procédures) sont dans leur ensemble récipsagiune de I'autre), comment,
en s’échangeant les piéces en communication, dewgie cas, on parvient au résultat. S'il en est
ainsi, alors elles présentent de facon synthétimeefoule de principes, elles charpentent
largement la constitution internk)(de nombreuses (procédures), percent I'obscugretpent
I'infime (wei), « sondent le plus profond et atteignent le fugain », c’est pourquoi 'on dit :
« permettre de régler les dix mille existants, sgelles le font{ »

Figure 9.D
Relecture de la figure fondamentale comme formé¢ gigomons d’airé? (resp.B?) et d’un
carré central d'aire2BY (resp. RAY)

Conclusions:
— La nature des figures, figures fondamentales
— par contraste avec les outils de visualisatéerits dand.e Gnomon des Zhou
(émergence entre [€'kt le §s. ?)......voir 1.2
— La matérialité des figures afisécle : un objet matériel ? Expliquerait transiais
— Les quadrillages, comme I'énoncé d’un probleme.voir 1.3

16 0On peut faire I'nypothése que ces deux termesdienlieu ici du pair et de I'impair, de la baseletla hauteur.
7 Les derniéres lignes citent le « Grand Commentapéci zhuan du Classique du changemeftijing) ainsi que
Le gnomon des Zhou
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1.2Le Gnomon des Zhouun seul algorithme et sa correction en ouverture

Figure 1 : Les carrés de la base et de la hauteu

=

Figure 2 : On extrait de la surface constituée def®rmes...
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Figure 3 : ...pour les replacer ailleurs et former lecarré de I'hypoténuse

K. Chemla, “Geometrical figures and generality mtiant China and beyond. Liu Hui and Zhao
Shuang, Plato and Thabit ibn Qurr&tience in context8, 2005, p. 123-166.
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1.3Les neuf chapitret Liu Hui
Le chapitre 9 présente exactement le méme conteaig,sous forme de problemes et de
procédures, ainsi que de commentairdsB— capitales : le classique, bas-de-cape : commentaire

«(9.1)

SUPPOSONS QUE LA BASEGOU) SOIT DE3 CHI ET LA HAUTEUR (GU) DE 4 CHI. ON DEMANDE
COMBIEN FAIT L'HYPOTENUSE

REPONSE: 5 CHI.

(9.2)

SUPPOSONS QUE HYPOTENUSESOIT DE5S CHI ET LA BASE (GOU) DE 3 CHI. ON DEMANDE COMBIEN
FAIT LA HAUTEUR (GU).

REPONSE: 4 CHI.

(9-3)

SUPPOSONS QUE LA HAUTEUKGU) SOIT DE4 CHI ET L'HYPOTENUSE DE5 CHI. ON DEMANDE
COMBIEN FAIT LA BASE (GOU).

REPONSE: 3 CHI.

BASE (GOU) ET DE LA HAUTEUR(GU) :
Le coté le plus court est appelé "bageu(" ; le coté plus long est appelé "hautegu)( ; ce qui
lie les coins I'un & l'autre est appelé "hypotétiise

La basedou) est plus courte que la hautegu) qui lui correspond, la hauteugy) est
plus courte que I'hypoténuse qui lui corresponds@ppréte a les utiliser pour les appliquer a
tous ledl (triangles ou procédures, ndt), c'est pourquaéxpose d'entrée de jeu cette procédure
pour en faire apparaitre l'origine.
PROCEDURE: BASE (GOU) ET HAUTEUR(GU) ETANT CHACUNE MULTIPLIEE PAR ELLEMEME, ON
SOMME (LES RESULTATS ET ON DIVISE CECI PAR EXTRACTION DE LA RACINE CARRE, CE QUI DONNE
L'HYPOTENUSE
La base gou) multipliée par elle-méme fait un carré vermillda hauteurdu) multipliée par
elle-méme un carré bleu-vert, et I'on fait en sqtte ce qui sort et ce qui entre se compensent
I'un l'autre, que chacun se conforme a sa catégatis, sur la base du fait que I'on garde ceux
(les parties, les morceaux) qui restent sans legdypon engendre par réunion I'aimé)(du carré
de coté I'hypoténusd "En divisant ceci par extraction de la racine@ay cela donne
I'hypoténuse”. »
AUTREMENT, LA HAUTEUR (GU) ETANT MULTIPLIEE PAR ELLEMEME, ON SOUSTRAIT CECI DE
L'"HYPOTENUSE MULTIPLIEE PAR ELLEMEME. ON DIVISE CE QUI RESTE PAR EXTRACTION DE LA
RACINE CARREE CE QUI DONNE LA BASE(GOU). »

18 e terme de "coté" indique que Liu Hui pense afonme, & une figure sur laquelle on les préléwepéut étre
celle du triangle rectangle. La mention des coersnet d'interpréter autrement : le triangle redagparaitrait sur
la figure du rectangle dont on trace la diagonadequi serait en conformité avec l'introduction@momon des
Zhou

19 Liu Hui utilise les mémes figures fondamentaless Heux premiéres opérations de la procédure smpiétées
géométriquement comme constituant deux carrésiésldra transformation engendrant, sur cette basmrré de
I’lhypoténuse se dégage de I'analyse qu’induit|ssisurfaces coloriées, le fait de les déposeiasuame de la
premiere figure fondamentale. Liu Hui renvoie deétansformation par des énoncés qui font voiplascipes
généraux dont elle procéde.
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NB
DansLes Neuf chapitredes problemes 9.1 & 9.12 ainsi que 9.24 (9.13 dartaines éditions)
ainsi que les procédures et les commentaires datiexactement les mémes algorithmes que le
commentaire de Zhao Shuang.

Liu Hui les démontre sur la base d’exactementriémes figures —aux couleurs pres.

Conclusions

— Cela renforce I'idée qu'il s’agirait de « figwréondamentales », qu’elles seraient les
mémes et qu’elles étaient au 3e siecle un objetneat

— Deux maniéres completement différentes de domn@nsemble d’algorithmes liés au
triangle rectangle.

Argument développé dans K. Chemla, Présentatiachdpitre 9, in K. Chemla & GUO
Shuchunles neuf chapitres. Le Classique mathématique @hiae ancienne et ses
commentaires

Une différence clef : 'aspect de théorie des naslgland es Neuf chapitresavec les données

des problemes. On y reviendra. Pour l'instant, smes la question des équations quadratiques et
de leur lien, en Chine ancienne, a I'extractionat2ne, d’'une part, au triangle rectangle de
l'autre.

2. Racine carrée et équation quadratique
2.1 L’algorithme d’extraction de racine

2.2 Zhao Shuang et le probleme 9.19
Il'y a clairement un lien entre le triangle recti@ngt I'extraction de racine.

Dans le texte de Zhao Shuang, on voit le lienegiatfigure du gnomon et I'équation
guadratique. Toute équation quadratique décriespond a la figure d’'un gnomon.

La description des termes de I'équation et la gvanile la prescrire font référence a
I'algorithme d’extraction de racine.
(Les équations n'ont pas de termexéa cette époque. Il sera « diagnostiqué » plus)tard

D’ou il apparait clairement que la figure de I'étjon provient de I'algorithme
d’extraction et que sa résolution est un algorittexigait de I'algorithme d’extraction de racine.
C’est par la figure du gnomon que le lien s’étaditre les deux champs.

La recherche de racine d’équation algébrique seldppera comme dépendante de
I'extraction de racine. Et les problemes en refatigec lesquels les équations sont formulées
resteront liés au triangle rectangle, méme sele éivec le gnomon se distendra avec I'extension
du degré des équations au-dela du troisieme.
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(9.19) Le concept ddi dans le chapitre sur le triangle rectangle.

« QUPPOSONS QDN AIT UNE VILLE CARREE DONT ON NE CONNAIT PAS LA DNGUEUR DU COTE ET
AU CENTRE DE CHAQUE COTE DE LAQUELLE '®UVRE UNE PORTEA 20BU A L'EXTERIEUR DE LA
PORTENORD, IL Y A UN ARBRE, ET S|, APRES AVOIR FAIT14BU A L'EXTERIEUR DE LA PORTESUD, ON
TOURNE ET QUON MARCHE 1775BU VERS L'OUEST, ON VOIT CET ARBRE ON DEMANDE COMBIEN
FAIT LE COTE DE LA VILLE CARREE

REPONSE: 250BuU.

PROCEDURE: ON MULTIPLIE, PAR LA QUANTITE (SHU) DE BU A L'EXTERIEUR DE LA PORTE NORDLA
QUANTITE (SHU) DE BU MARCHES VERS 'OUEST, ET ON DOUBLE CECJ CE QUI FAIT LE DIVIDENDE.

Ici, on prend ce qui est marché vers I'Ouest agués a tourné comme hauteguy, ce qui va
de l'arbre jusqu'a 14u au Sud de la ville comme bag®(). On prend les 2Bu a I'extérieur de
la porte Nord commeki de la basegpu), et ce qui va de la porte Nord au coin Ouest celfiinde
la hauteurdu), ce qui donne la quantitéhy) moitié de la largeur. Par conséquent, si I'on
multiplie, par ce qu'on a a l'extérieur de la pdited, la hauteurgu) que fait la marche vers
I'Ouest, aprés qu'on a tourné, cela fait I'aing ¢orrespondant a la multiplication tude la
hauteur gu) par la basegou)®®. Mais cette surface occupe la moitié & I'Ouestcpaséquent, si,
en outre, on la double, on y adjoint I'Est, celgyiuise tout entiéfé

20 'expression du texte tel que le donnent les ssuanciennes est d'une concision remarquablentifidation,
dans la situation, de deux triangles rectangledbkhies est exprimée par la distribution de nonmpmmsés des
termes "base", "hauteur”, dti" (voir la figure). Liu Hui transforme I'applicatiode la régle de trois en égalité
algorithmique d'aires : une multiplication est agqpée a deux quantités connues pour produire Euval'une aire
dont la longueur comme la largeur sont inconnues (& figure 4).
Figure of problem IX.19
Figure du probleme 9.19

au w, height
S
gou .
basis X2,

) Ii of the
guld height
: | N n, It of

goulu the basis E
arbre arbre N

21 'aire obtenue est lue comme correspondant & arie pl'une surface, laquelle est entiérement nesrtel si, en
doublant la premiére, on adjoint a I'étendue déjiverte la partie symétrique grisée sur la figur€dmme le
commentaire I'explicitera plus loin, le rectangtmtll'aire est ainsi calculée a l'inconnue commgelar, et
I'inconnue augmentée de deux parcours connus cdamgeeur. |l est ainsi structuré comme le gnomos lgisse
la premiére étape d'une extraction de racine lasdu carré initiah, a été soustrait le carré correspondant au

premier chiffrea. La poursuite de I'extraction de racine correspaods a la résolution de I‘équatim%+ 2ax=A—

a2. La surface de la ville, ici, est identifiée awife' d'airex2 dans le gnomon —la terminologie évoque celle du
commentaire de Lui Hui a la suite de l'algorithnexttaction de racine carrée (4.16). Les étenduedajsse ce
carré lorsqu'on I'6te du rectangle correspondexgatres composantes du gnomon, d'aire globale égalx. NB :
Auparavant, la figure du gnomon était lue commeaéiqn quadratique. Ici, les surfaces sont transé@spour faire
apparaitre un gnomon qui est ensuite lu comme équatiadratique. La figure joue un réle crucial pou
l'interprétation des opérations et pour la ciréalaties algorithmes d'une situation a l'autre.
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ON SOMME LES QUANTITESSHU) DE BU A L'EXTERIEUR DE LA PORTESUD ET DE LA PORTENORD, CE
QUI FAIT LE DIVISEUR REJOINT ET ON DIVISE PAR EXTRACTION DE LA RACINE CARREECE QUI

DONNE LE COTE DE LA VILLE CARREE

L'aire (mi) de cette procédure, c'est I'aingi)(qui, d'est en ouest, est comme le coté de la vill
carrée, et, du nord au sud, va de l'arbre jusdidatides 14uau sud de la ville. Chacune des
[quantités] débu au nord et au sud font une largeur, le c6té ddléacarrée fait la longueur, c'est
pourquoi on joint les deux largeurs pour constitaativiseur rejoint, la somme [de leurs aires]
est prise pour l'airenti) & I'extérieur du coin. »

Figure of problem IX.19

w, height
S
basis X2,
It of the
height
n, It of
the basis E
arbre N

2nw = (S+N)x + X
Commentaire de Liu Hu
wn = (X+s+n).x/2

S
X
x/2
n
Figure 4
X

s+ +———1 -
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3. L’approche des valeurs numeériques
3.1 Triplets desNeuf chapitres

Les données numériques que délivrent les énoredifiérents problemes renvoient
systématiquement a des longueurs et ne prennemtegualeurs entieres.

Pourtant les cotés de ces triangles n’ont pas tiesy@our autant, tous des valeurs
entieres. Ce fait apparait des I'énoncé des résufiaisque, par contraste avec les données, les
solutions numériques peuvent étre entiéres ouidrataires.

Ainsi,

les problémes 9.1, 9.2, 9.3, 9.4, 9.5, 9.6, 98,911, 9.14, 9.15, 9.20, 9.24 impliquent
des triangles dont les trois cotés sont entiers.

Dans les problémes 9.7, 9.10, 9.12, 9.13, certdités du triangle sont rationnels.

Les triplets pythagoriciens utilisés sont les soisa
— (3, 4, 5) dans les problemes 9.1, 9.2, 9.3, eidsmble dans 9.24 ;
— (7, 24, 25) dans 9.4, et son quadruple dans;9.11
— (20, 21, 29) dans le probléme 9.5, et sa moitigi gue son 1/7 dans le probléme 9@
ci-dessous)
— (5, 12, 13), dans les problemes 9.6 et 9.14dsaoible dans le probleme 9.9 ;

— %(48, 55, 73) dans le probléme 9.7 —les donnéedayoeent la base (8) ainsi que la

différence entre I'hypoténuse et la hauteur (3} pain conséquent entieres.
— (20, 99, 101), qui intervient via son quintuple@obléme 9.8 et via sa moitié au probléme
9.10. Comme précédemment, les données des probtéstent entieres.

— 2—10(60, 91, 109) au probleme 9.12. A nouveau, la batesomme de la hauteur et de

I'hypoténuse (les données du probléme) sont estiere
— (8, 15, 17) dans le probleme 9.15, et plusieerses multiples apparaissent dans les données,
les réponses et la procédure du probleme @@@garable & 9.13, voir ci-dessous)

Jamais, cependant, les résultats ne sont desimnalis quadratiques, alors que les procédures
regroupées sous le nom de « Bagrl( et hauteurdu) » se concluent par une extraction de
racine carrée et que l'algorithme de=uf chapitrepour cette opération prescrit de donner
le résultat sous la forméN, lorsque c’est nécessaire.

De plus, nous pouvons remarquer que, dans togsdeemes pour lesquels les données entiéres
renvoient aux bases et hauteurs de triangles dontexhibe pas I'hypoténuse, cette
derniére a une valeur irrationnéfle

Ces indices convergent avec les remarques préesdgotr donner a penser que les données
sélectionnées pour les divers problemes ont faijdt d'une élaboration attentive et que le
choix des valeurs numériques résulte d'un travathdorie des nombres.

22| s’agit des problémes 9.16, 9.17, 9.18, 9.19199.23.
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3.2 9.13 —La représentation numérique des triplstpythagoriciens

(9.13)Un second type d’'usage du concept dé dans le chapitre sur le triangle rectangle.

« SUPPOSONS QUE DEUX PERSONNES SOIENT DEBOUT AU MEMREIEROIT. S LE LU DE CE QUE
MARCHE JIA%3 VAUT 7, LE LU DE CE QUE MARCHEY! VAUT 3.Y! MARCHE VERS L'EST. JIA MARCHE 10
BU VERS LESUD, PUIS OBLIQUE VERS LENORD-EST ET REJOINTY!. ON DEMANDE COMBIEN
MARCHENT RESPECTIVEMENTJIA ET V1.

=

Yi

REPONSE:
Y MARCHE VERS LEST10BU ET DEMI ;
JIA MARCHE EN OBLIQUE14BU ET DEMI ET LE REJOINT

PROCEDURE: ON EFFECTUE LA MULTIPLICATION DE7 PAR LUI-MEME, ET AUSSI LA MULTIPLICATION
DE 3 PAR LUI-MEME, ON SOMME ET ON PREND LA MOITIE DE CEGICE QUI EST PRIS COMMEU DE CE
QUE JIA MARCHE EN OBLIQUE, LE LU DE LA MARCHE EN OBLIQUE ETANT SOUSTRAIT DE LA
MULTIPLICATION DE 7 PAR LUI-MEME, LE RESTE FAIT LELU DE CE QUI EST MARCHE VERS LISUD.

ON MULTIPLIE 3PAR7, CE QUI FAIT LELU DE CE QUEYI MARCHE VERS LEST.

Ici, on prend ce qui est marché vers le Sud conmase fou), ce qui est marché vers I'Est
comme hauteurgll) et ce qui est marché en obligue comme hypotéhuedé.de la somme de la
base gou) et de I'hypoténuse est 7. Si on veut en dédigsedutres valeurs], il faut multiplier le
lii de la hauteurg) par lui-méme pour le prendre comme airé) (et diviser par la somrfie Ce

% | es directions cardinales permettent de confétaffigure tracée par les parcours la forme d'iamgjle rectangle.
Les données précisent le rapport entre les dissathgrites par les deux individus, en procurank éeiers I{) de
méme rapport. Elles introduisent donc un triangltangle en nombres semblable a celui sur lequéeorande de
détermineb etc + a et dont une dimension est également fournie.
24| "énoncé donnait deux entiers, déiixbg et cg + ag, dont le rapport reproduisait celui qu'entretierireetc + a.
La procédure débute par la construction d'un arntsemble de valeurs dont les rapports reproduisemélations
entre elles de toutes les grandeurs prises endérasion dans I'énoncé. Ce second microcosme jelomarquerali
les dimensions par 1 en indice inférieur) est ulaation du premier par un factecg + ag : ainsi

_ 2 _ (co+ag?+bo? _ o o _—
c1 +a1 = (co+ag)4, by = (co + ag).bp, et > =cp.(co + ag) y représente I'nypoténuse. Par suite, l'aire
(co+ ao)2 tient lieu, dans ce microcosme, de la longuetia. La procédure s'appuie ensuite sur cet ensemble de
valeurs et sur une des dimensions réelles pourmddiés autres dimensions réelles par regle ds.ttai
commentaire dégage ces différents niveaux formels.
% En procédant, comme cela serait naturel dansemipr temps, a l'aide désbg etcg + ag, il peut apparaitre —il
apparait dans le cadre de I'exemple numériqu&ldatchapitres- des fractions de dénominateygr+ ag ; c'est la
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qu'on obtient alors fait g1 de la différence entre la bagm() et I'hypoténuse. Si on y ajoute la
somme, la moitié de ceci fait lié de I'hypoténuse ; si I'on soustrait [de cecliilde la
différence, le reste fait & de la basegou)®®.

Si I'on suit cette (procédure), il peut y avoisderts ; il faut donc les faire communiquer
et simplifier, et (lesi) sont alors déterminés

La procédure peut faire en sorte qu’il n’y ait p@sdénominateur -attention, probleme
d’édition—, c'est pourquoi elle effectue la multiplicatiorr pde-méme de la somme de la base
(gou) et de I'hypoténuse pour faire le carré qui Uait b I'autre le vermillon et le jaune. Le
gnomon d'aire bleu-vert que fait la multiplicatide la hauteurgu) par elle-méme a la somme de
la base @ou) et de I'hnypoténuse comme longueur, et leur diffée comme largeur. Supposons
gu'on I'étire pour en faire un rectangle, et quagute ce qui est diminué (a savoir : ce qui
correspond a I'hypoténuse diminué de la base) coplosehaut. Par suite, le corps principal de
la figure a 2 hypoténuses comme longueur, la soderia basegou) et de I'hypoténuse comme
largeur. On tire une horizontale et on la (la fg)uroupe a la moitié, ce qui faitliede
I'hypoténuse. La raison pour laquellddedonné pour étre utilisé en commun, 7, est mudtiphr
lui-méme, c'est pour faire |& de la somme de la basg() et de I'hnypoténuse ; par conséquent
si I'hypoténuse est soustraite de ceci, le restaeltelii de la basegou)?®.

(...) Dans tous les cas la somme de la bgmg €t de I'hypoténuse constitue lasc'est
pourquoi il faut aussi faire quelié de la basegpou) —ou probleme d’édition du texte: lell de
la hauteur— partage cette longuur
ON PLACE CE QUI EST MARCHE VERS LSUD, 10BU, ET ON LE MULTIPLIE PAR LELU DE CE QUEJIA
MARCHE EN OBLIQUE ON PLACE EN AUXILIAIRE 10BU, ET ON LE MULTIPLIE PAR LELU DE CE QUEYI
MARCHE VERS LEST. CHACUN FAIT RESPECTIVEMENT UN DIVIDENDE S| L'ON EFFECTUE LES
DIVISIONS DES DIVIDENDES PAR LELU DE CE QUI EST MARCHE VERS LESUD, L'ON OBTIENT
RESPECTIVEMENT LES QUANTITE{SHU) MARCHEES
Ce qui est marché vers le Sud,ldf c'est la basaypu) réelle et que l'on a, et I'on cherche
I'hypoténuse et la hauteuguij réelles® ; c'est pourquoi on multiplie par l&sde I'hypoténuse et
de la hauteurgu), et I'on divise par |& de la basegou). »

raison a laquelle le commentateur attribue lecfaé le Classique en vienne a travailler avediiésg, c1 + a1, etc.
Sa démonstration propose un premier algorithmefnaisment, et montre comment et pourquoi la pro@dur
Classique en provient par déformation.

% Sj le texte original était conforme a la restitatique nous en proposons ici, le commentaire pespisIn
algorithme qui s'écarte de la procédure du Classidgjcalculeraitag en soustrayant, d®), cg —ag, alors que le
Classique calcule; en soustrayartty decq +aj (je ne rentre pas ici dans la discussion de cesls)é Voir
I'ouvrage.

71| s'agit de donner deg, qui représentent I'ensemble des relations essrélEments de la situation, des valeurs
entiéres, qui soient par ailleurs les plus petreurs entiéres possibles.

%8 | es quantités que calcule la procédure sont dutecprétées comme les aires de rectangles, quidtigtieu déi
de longueurs.

2 Sur le texte ici, voir les notes dans l'ouvrage.

%0 suo you shtquantité de ce que I'on auo giu shiiquantité de ce que I'on cherche" sont les tereawmiques de
la régle de trois, telle que décrite daes neuf chapitres
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Commentaires
On peut lire, dans le mode de résolution du prabl8.13, la coordination de deux idées.

1. Pour une part, ddé bg etcy + ag—entiers premiers entre eux, ici impairs en faiepant lieu
dec+a etb constituent les dimensions d’un triangle semblabl@ombres a celui cherché. Si

I'on détermine, en s’appuyant sur ces valeursskemble des quantités attachées a ce triangle, de
simples regles de trois traduisent la donnée dadaa du triangle qui fait I'objet du probleme en
les données correspondantes cherchées.

2. Pour une autre part, établir les dimensions dagteacorrespondantla et cy + ag, c'est
s’exposer a rencontrer des valeurs fractionndir@slémarche est inutilement lourde, pour qui
vise simplement a exhiber les dimensions d’un glielsemblable en nombres au triangle
cherché. Il suffit de dilater 'ensemble de la attan par 7 —en fait, comme le montre le
commentateurgy + ag—pour qu’en I'occurrence, toutes les dimensionsudéks deviennent
entieres.

La procédure de résolution peut donc s’appuyelesurelations qui unisseag, b et co,
en tant que c6tés d’'un triangle rectangle, pougrddéiner les dimensioreg, by etc; du triangle
semblable en nombres cherché :

+a)2+Db?
= a;) > =Co.(Co+3p) = ¢,
(co + ag)2 — co.(Co + ag) = ao.(Co + ap) = as
(co+ag).bgp=Dby

La lecture du commentateur Liu Hui est léegéreméférente, et elle nous met sur la piste
de la nature du travail de théorie des nombres-smast & ce chapitre 9. Suivons-le dans son
commentaire du probléme 9.13, pour observer la@m@miont il rend compte de la procédure
prescrite pates neuf chapitrés

L’énoncé, rappelons-le, donne des valeurs entgnasieres entre elles (de fait impaires)
7 (co + ap) et 3 bp), exprimant, pour le triangle dont les dimensisost cherchées, le rapport
entre la somme de I'hypoténuse et de la base, @iartela hauteur, de I'autre. Dans un premier
temps, en s’appuyant sur les donn&ges ag et by, le commentateur détermine les autres
grandeurs du triangle correspondant :

02 _, Ca
Co+ta,

et, par conséquent,

31 C’est I'historien des mathématiques Li Jimin quitarert au début des années 1980 la voie & uneitjon du
probléme 9.13 permettant de dégager le travaihéerte des nombres lié au triangle rectangle dassneuf
chapitres
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2

b 1
c, ':ao +(Co + ao)}i =Co

by 1_ b _
Lo+ao+(c°+a°)}2 Cotay

Ce faisant, il met simplement en ceuvre des alyogs généraux dont il a examiné la
correction antérieurement, afin de déterminer iam¢jle semblable en nombres auquel appliquer
la régle de troisC’est a ce point que Liu Hui se tourne vers la reldon qu’entretient cette
premiére procédure avec celle proposée par le Clagse.

Explicitons le mouvement de son raisonnementdhae tout d’abord une motivation qui
a pu conduire, selon lui, les auteurs du Classiqopter pour une autre procédure : « Si I'on suit
cette (procédure), peuty avoir des parts » (je soulignén formulation en révele un point clef
aux yeux de Liu Hui, I'algorithme a, ici aussi, én¢gu comme devant valoir pour toutes les
valeursdesli, et non pas seulement pour les données de 3eet&@ndncé particulier. Il est donc
loisible de lire avec le commentateupl@cédure commegénérale

Puis, Liu Hui évoque, en termes de calculs suntesbres, les opérations a appliquer
pour déterminer des valeurs ldecette foisentieres pour toutes les grandeurs associées au
triangle en question. Considérée de facon géndi@be&ration de « mise en communication »
conduirait a I'élimination du dénominateurc2¢ao) et produirait donc les valeurs suivantes :

[b5 + (¢ + ap)*] = ¢, et &, =c, —2b5

Ces deux grandeurs peuvent s’interpréter commatilme Zo(Cot ao) et I'autre 2p(Cot+ ao).
C’est pourquoi c’est par simplification —la secormggeération indiquée par I'exégéte— que I'on
obtiendrait les valeurs dohes neuf chapitregrescrivent le calcul

C,+a,)° +1}

(G a;) S =Cy(Cotay) =¢

(Co + ag)? — Co.(Co + @) = a0.(Co + @) =&
(Co + ag).bg = by
Cette seconde opération produit des valeurs entiesg@remieres entre elles si et

seulement sby et ¢y + ag sont tous deux impairs. La forme de I'algorithme pmte peut-étre
vers cette condition Plus ci-dessous a ce sujet...

Cependant, aprés avoir indiqué la possible motimagt les calculs qu’elle engendrerait,
Liu Hui ne détaille pas cette restitution de lagédure axée sur les valeurs numériques, mais il
reprend directement la description éeuf chapitrepour développer une interprétation
géomeétrique des opérations aussi bien que desitfisgmtoduites, qui en donne le sens.
L’objectif étant de « faire en sorte qu’il n'y qiés de dénominateur », la seconde figure
fondamentale est mise en ceuvre, & nouveauXrpisur représentds; sous la forme d’'un
rectangle de longueap+co et de largeucy-ao. Accolé au carré de coég+cy, il constitue un
rectangle de longueurd, dont la moitié a pour airg.

32 Cest la transformabilité def en E+a)(c-a) quijouera ici un réle clef dans les représentatiorssdimensions par
lesli.
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Le triplet de nombresay, by, ¢; (entiers si les données sont impaires, et compiodies
demis sinonyessort, de cette lecture, doté d’'une représentatiogéométrique: chacune de ses
valeurs correspond a I'aire d'un rectangle, dedargrespectivemeiab, by, o, et de longueur
systématiquement égalagtco. La largeur donne I'identité di, I'aire sa valeur dans le triplet
en nombres entiers —ou avec demis— corresporid&it puisque, nous I'avons vu, nous
pouvons lire la procédure comme générale, nous@uufaire varier la valeur des données et
produire de la sorte une grande variété de tgkets.

En fait, tout triplet pythagoricien en nombres ergis’obtient ainsi. Prenons le triplat (
b, 0 d’éléments premiers entre eux, et supposonagtie sont de parité différente. On sait qu'il
existe deux entiers impairs, premiers entre pwetg, tels que :

2 _ 2 242
a:pzq,b:pq, c:—pzq (9.1)

Par conséquent,
cta_p
b q
SiI'on considérg etq comme les quantités correspondantes prélevéemstiangle semblable
de dimensions rationnelleay( by, &), les formules (9.1) se transforment en les foesul
équivalentes a ce que décriveées neuf chapitres
2 2 2 2 2 2
a:—(c°+a§) < R V. ¥ aoz) B b= (e, +ahy, c=&* aoz) )
Si ce sont en revanchestc qui sont de parité différente, c’est le rappotteatb eta
qui donnep etq respectivement.
La donnée, pour céd, de valeurs impaires premiéeres entre elles quelessgermet
donc de produire tout triplet pythagoricien compdséombres premiers entre eux. Par voie de
conséquence, on constate que la sous-procédurdadasslution du problemes 9.13 donne un
mode d’engendrement des triplets pythagoriciengdaiparticularité d’offrir une interprétation
géomeétrique de leur structure. Toute valeur s#dits bien comme l'aire d’un rectangle,
conformément a la description qu’en donne Liu Kést en ce sens qu’a suivre le
commentateur, les quantités impliquées ne sontcpas;airement a notre premiére lecture, a
considérer comme de purs nombres, mais apparaidsamées de significations geometriques.
Plusieurs remarques s'imposent ici. Tout d’aboaljs aurions pu opter pour une autre
combinaison et déduire de (9.1) que
c-a
b
En reprenant des notations comparables, nousnsunimtenu les valeurs de notre triplet
pythagoricien comme sulit :

- la

— — 2 + 2 _ 2+ 2
a="% 20) % b= (cy-ag)by, c= G ) T ""02) % 9.3)

Les formules analogues s’obtiennent par échangeetieeb, dans le second cas. Ces
dernieres évoquent la procédure de résolution dblggme 9.6, ou I'interprétation géometrique
développée par Liu Hui entre en résonance avecae&gus venons d’analyser. Les données de
9.6 sont de pouraet 1 pourc-b. En ce cas, il y a coincidence des deux triargflés couple de

33 Les valeurs des largeurs qui ne sont pas eniiérteorcément pour dénominateas a,) —ou 2€s+ ag), Si les
données ne sont pas toutes deux impaires.
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données engendre le triplet (5, 12, 13). L'anatiéecloppée par Liu Hui pour le probléme 9.13
commence a refluer vers un examen des données iquesde la premiere partie du chapitre 9,
dont elle éclaire la structure. Le phénoméne manglifiant.

Seconde remarque, toujours dans ce caseba sont de parité différente, on a
également :

pP+q P—q
ctb_ 2 e,[C—b: 2

a p-q’ a P*q
2 2

+ - . . PRI
ou % et % sont deux nombres entiers, premiers entre eug padté différent®. En les

considérant a leur tour comme correspondant aiamgle et en les notant respectivememthy
etag (resp.ap etco- bp), on obtient en ce cas la représentation suivante

b:(co+bo)2_ag =2(c, + by)hby,

c= ag +(Co + bo)2 =2(c, + by)c, (9.4)
a=2(c, +by)a,
ou
b= ag -(c, _bo)2 =2(c, —by)by,
c= aé"'(co_bo)2 =2(c, —by)cy, (9.5)
a=2(c, —by)a,

Les problemes 9.7 et 9.10 portent sur des colalesy- bo) valant respectivement (8, 3)
et (10, 1). Les triangles de nombres rationnelgggahgendrent correspondent aux longueurs de
rectangles d’aires entieres, données par les fes1(9l5) et valant respectivement (48, 55, 73) et
(20, 99, 101). Le probleme 9.12, quant a lui, arglmnnées un couple de valewss, €ot bo) €gal

a (3, 10). Il correspond au trianghs,(hy, %):2—10(60, 91, 109), dont I'analyse précédente éclaire

la structure, le triplet (60, 91, 109) étant praghar les formules (9.4).

Les données, premiéres entre elles, constituegéeéral les seules valeurs entiéres des
triangles auxquelles elles correspondent et engants triplets pythagoriciens en nombres
entiers sous-jacents. Notons cependant, parmhl@scés correspondant a des triplets rationnels,
la présence de deux problemes impliquant des teampnt les cotés n'ont pas des longueurs
premieres entre elles. L'un (probleme 9.9) déllesedonnées &3, co- bp) égales a (10, 1), et
vise le triangle double du triangle (5, 12, 13)d&ncontré. L'autre (probléme 9.8) donne pour
(a0, Co- o) le couple de valeurs (100, 10), correspondarmfuéntuple du triplet (20, 99, 101),
gu’on retrouve sous un autre angle au probleme 9.10

Au total, des huit triplets pythagoriciens ratiolsnerésents dans le chapitre 9, six d’entre
eux se présentent dans des problemes ou leursréeganérateurs, au sens des nombres entiers
qui les engendrent selon les schémas détaillésssus, constituent les données. Cette grille
d’analyse, développée en nous appuyant sur les eataires, parait donc éclairer de fagon
pertinente les données numeériques des divers pnelsldedNeuf chapitres
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En lieu et place d’un schéma unique engendraritifgsts sur la base de deux entiers
impairsp etq premiers entre eux, on trouverait donc, imprégoarthapitre 9, divers modes de
génération basés sur les valeurs, considérées ctinefygartant, rendues entiéres et simplifiées,
gue sont d’'une part-a, c+a, c-bou c+b, et, respectivement, d’autre pdripua. Cette pratique
met en évidence un fait : si, en assignant desixakntiéres a deux des cotés d’un triangle
rectangle, on ne peut garantir que le troisiemaratlongueur rationnelle, en revanche, il suffit
gue ces couples autres —impliquant un coté etfars®ou la différence des deux autres—
soient constitués d’entiers pour que I'ensembledii@ensions des triangles correspondants
soient rationnelles.

En conclusion, dans la seconde partie du chapifpeecaractérise 'empreinte de la regle
de trois, nous retiendrons que le concegtideintervient de deux manieres.

D’une part, il qualifie des éléements qui entrerdans la « Procédure du “supposons” »,
laquelle donne son expression a la similitude antxagles (cas du probléme 9.19).

D’autre part, il y joue un réle clef en tant quaéxcept numérique, désignant des valeurs
susceptibles d’'étre « mises en communication »sanglifi€ées ». Par ce dernier biais, un lien se
trouve établi entre les deux parties du chapit@a8s la mesure ou les valeurs numériques
rationnelles de I'ensemble du chapitre sont éasigar 'analyse qui se greffe sur les problemes
9.13 et 9.20.

Cet ordre de préoccupations parait abser@Gmiomon des Zhoet du commentaire de
Zhao Shuanden corrélation avec le fait que les connaissancegrde triangle rectangle sont
présentées sous la forme de problemes et de procéskidansLes neuf chapitreshaque
probleme de I'ensemble 9.1 4 9.13, 9.20, 9tait devoir étre lu de deux fagons : de fagon
algébrique et de fagon arithmétique

NB : on trouve chez Brahmagupta (Vsiecle) des modes comparables d’engendrement
des triplets pythagoriciens. Cette remarque viaritkir un ensemble déja fourni de points
communs entre ceux des résultats mathématiquesClane et de I'iInde anciennes qui adhérent
a la sphére de I'astronomie. Il se confirme dorid g la un dossier, encore trop peu exploité,
pour des travaux comparatifs a venir.
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